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RESUMEN

La vulnerabilidad ha sido un campo poco estudiado en la Matemdtica Educativa. La
vulnerabilidad se refiere al riesgo de exclusion en algin dmbito. En esta investigacion se propone
una intervencion didactica para prevenir la exclusion de adolescentes que viven en casa hogar. La
propuesta integra aspectos cognitivos y afectivos, y apoya el acceso a la educacion de nivel medio
superior de la poblacion de adolescentes que viven en casa hogar. Se emple¢ la teoria APOE y la

Pedagogia inclusiva como marcos teoricos para guiar el desarrollo del trabajo.

Se contemplan los elementos de la metodologia de investigacion de la teoria APOE y la
descripcion de factores contextuales del contexto que dificultan el trabajo en las actividades. En el
ambito cognitivo se propuso una descomposicion genética titulada “El tridngulo y sus propiedades”
la cual aborda los conceptos geométricos que las estudiantes requieren para presentar el examen de
admision a la educacion media superior. Se establece un Espacio de Condiciones de Posibilidad
que propicia el desarrollo de las construcciones mentales en un entorno de seguridad y afecto
positivo. Durante las sesiones de trabajo se identifican los factores que obstaculizan el aprendizaje,
a estos se les denomina interferencias. Este trabajo presenta un estudio de caso comparativo, a
través del cual se busca establecer la relacion entre las construcciones mentales y los factores del
contexto de vulnerabilidad de la poblacion de estudio. La recoleccion y el analisis de datos incluyd
diversos elementos: entrevistas, documentos de trabajo, audios y transcripciones, y examenes de

conocimientos.

Se presentan los resultados de las construcciones mentales y las interferencias que se
observaron durante el desarrollo de las actividades y sus posibles vinculos. Los resultados indican
que la intervencion resultdo efectiva no solo para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico, sino también para fortalecer la confianza de las adolescentes en su capacidad para
continuar sus estudios y enfrentar con mayor autonomia el reto de ingresar a la educaciéon media

superior.



ABSTRACT

Vulnerability has received limited attention within the field of Mathematics Education. It is
understood as the risk of exclusion in a particular domain. This study proposes a didactic
intervention aimed at preventing the exclusion od adolescents linving in residential care homes.
The intervention integrates both cognitive and affective dimensions, with the objetive of supporting
access to high school education for this population. The theoretical framework guiding this research

combines the APOS theory and the principles of Inclusive Pedagogy.

The study incorporates methodological elements from APOS-based educational research, along
with an analysis of contextual factors that hinder engagement in learning activities. From a
cognitive perspective, a genetic decomposition titled “The triangle and its Properties” was
designed to address the geometric conceptos required for admission to high school education. A
Space of Conditions of Possibility was established to foster the development of mental
constructions within a safe and emotionally supportive enviroment. Throughout the intervention,

varios obstacles to learning- termed interferences-were identified and analyzed.

This work is structured as a comparative case study, seeking to explore the relationship between
mental constructions and the contextual factors linked to their vulnerability conditions. Data
collection included interviews, students written work, audios recordings and transcriptions, and

mathematical achievement tests.

The findings highlight both the mental constructions and interferences observed during the the
activities, as well as potential connections between them. The results suggests that the intervention
was effective not only in promoting the development of mathematical thinking, but also in
enhancing the students” self-confidence in their academyc and fostering greater autonomy in

pursuing the high school education.
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1Introduccion

El articulo 26 de la Declaracion Universal de los Derechos Humanos sefiala que “toda
persona tiene derecho a la educacion” (Organizacion de las Naciones Unidas [ONU], 1948), pues
el derecho a la educacion es un medio para el ejercicio de otros derechos humanos. La educacion
favorece la toma de decisiones consciente e informada, la integracion en la sociedad y a la vida
laboral, influye en el cuidado de la salud personal y el medio ambiente. Sin embargo, en la practica,

el derecho a la educacién no siempre se cumple.

De acuerdo con el Estudio Diagnostico del Derecho a la Educacion 2018 del Consejo
Nacional de Evaluacion de la Politica de Desarrollo Social (CONEVAL), (2018), seis de cada diez
jovenes de entre 15 y 17 afios cursan el nivel medio superior (NMS) y, en la transicion de la
secundaria al NMS, la matricula disminuye en més de 1.5 millones de estudiantes. La poblacion
que se encuentra sobre y por debajo de la linea de pobreza extrema presenta menor asistencia a la
escuela. Entre los paises miembros de la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo
Econémico (OCDE), México tiene la tasa de desercion escolar mas alta entre los jovenes de 15 a

18 afios: el 52% de estos abandona la escuela por carencias economicas (INEE, 2007).

Esta problematica se incrementa cuando hablamos de poblaciones vulnerables. En México,
las nifias, nifios y adolescentes (NNA) que viven en casas hogar (CH) constituyen una poblacion
vulnerable. Esta poblacion vive alejada de su familia, en muchos casos por orden judicial; proviene
de contextos donde la marginalidad y la violencia son altas e interrumpe sus estudios por largo
periodos, lo que afecta negativamente su aprendizaje de las matematicas. A nivel internacional,
algunos autores han identificado que la poblacion de NNA que viven en CH presenta un

rendimiento académico menor que el de la poblacion general (AIHW, 2018; David y Wise, 2016;
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Tordon et al., 2014; Townsend, 2011). En Australia, las diferencias en el rendimiento académico
entre la poblacion de NNA que viven en CH y la poblacion general pueden alcanzar un 26%
promedio en pruebas estandarizadas (AIHW, 2013). En este sentido, se han estudiado tanto
factores de riesgo, como factores de proteccion. Entre los elementos que ofrecen proteccion se
incluyen aspectos como la presencia de cuidadores comprometidos, el acceso a entornos educativos
flexibles y la implementacion de intervenciones didacticas efectivas que prioricen las relaciones
humanas y promuevan un aprendizaje significativo. (Morgan et al., 2015; Martin y Jackson, 2002;

Duke et al., 2017; Gypen et al., 2017; Johnson y Lampley, 2010).

La poblacion de NNA en CH no es insignificante, el Informe Especial Sobre la situacion
de los derechos de las ninas, nifios y adolescentes que viven en centros de asistencia social y
albergues publicos y privados de la Republica Mexicana menciona que hay 33,118 individuos en
875 casas hogares, albergues, refugios y otras modalidades de cuidado (CNDH, 2019). Desde la
perspectiva de la Matematica Educativa, atender a esta poblacion resulta urgente y necesario, ya
que el aprendizaje de las matematicas no solo proporciona herramientas fundamentales para la vida
cotidiana, sino que también puede ser un medio para reducir el riesgo de exclusion educativa y
social. Las matematicas que forman parte integral del curriculo escolar desde los primeros niveles
educativos, actlian muchas veces como un filtro que condiciona el acceso a niveles educativos
posteriores. En este sentido, su ensefanza incluye implicitamente un factor ético cuando nos

referimos a contextos de vulnerabilidad.

Esta investigacion se inscribe en la necesidad de ampliar el campo de accion de la
Matematica Educativa hacia poblaciones vulnerables poco atendidas, contribuyendo no solo al
debate académico de la vulnerabilidad en Educaciéon Matematica, sino también al desarrollo de
propuestas concretas en condiciones de equidad y contribuir a la construccion de una justicia
educativa que no solo apela al acceso a la escuela, sino también a la posibilidad de aprender con

sentido. Esta problematica invita a la Matematica Educativa a ser mas abierta e incluyente.

1.2 Objetivos y preguntas de investigacion

El objetivo general de la presente investigacion es disefiar e implementar una intervencion

didactica en matematicas dirigida a adolescentes en situacion de vulnerabilidad que viven en casa
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hogar, con el proposito de brindar un recurso que facilite su aprendizaje matematico y apoye su
inclusion en el sistema educativo. Para alcanzar el objetivo general, se plantean los siguientes

objetivos especificos:

1. Analizar las construcciones mentales que las adolescentes hacen de los conceptos
seleccionados.
2. Determinar los posibles obstaculos en el aprendizaje de los conceptos seleccionados

derivados de la vulnerabilidad de la poblacion de estudio.

Para lograr los objetivos se formularon las siguientes preguntas de investigacion:

(Qué construcciones acerca de los conceptos matematicos seleccionados desarrollan las
adolescentes de la CH?

(Qué obstaculos en el aprendizaje de los conceptos matematicos seleccionados se
evidencian en las adolescentes de casas hogar y cémo se relacionan con las condiciones de

vulnerabilidad en las que viven?

1.3. El concepto de vulnerabilidad en la educacion matematica

Se realiz6 una revision de literatura (Romero-Hidalgo et al., 2024) enfocada en investigar el
concepto de la vulnerabilidad en el campo de la educacion matemadtica y en identificar qué grupos
de poblaciones vulnerables se han estudiado y sus caracteristicas. A partir de la revision de
literatura y la experiencia de uno de los autores en el trabajo con poblaciones vulnerables se
propone un modelo inclusion/exclusion que se presenta en la Figura 1. La vulnerabilidad esta
relacionada con los conceptos de inclusion y exclusion, los cuales se representan como un espacio
continuo con cada concepto en un extremo. El espacio se encuentra dividido en dos partes: el
espacio de adaptacion y el espacio de vulnerabilidad. Cada individuo esta en algun lugar de este
espacio. En el espacio de adaptacion se ubican los individuos aptos para el entorno, es decir,
aquellos que pueden responder o reaccionar ante una situacion o demanda. En el espacio de

vulnerabilidad se encuentran los individuos que tienen el riesgo de exclusion en algiin ambito. La
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exclusion representa la ruptura, la separacion o el aislamiento. Los excluidos “va no estan”. (Gal
9

et al., 2020; Redmer y Dannath, 2020; Zeuner et al., 2020).

Figura 1

Modelo inclusion/exclusion. Autoria propia.

Espacio de Adaptacion , Espacio de Vulnerabilidad> Exclusién

30 T 0 c — 0 3 —

En cuanto a las circunstancias que determinan la vulnerabilidad, es necesario senalar que la
ubicacion en el espacio de vulnerabilidad no es inherente a la persona, sino que depende de sus
circunstancias de vida o condiciones sociales. Los individuos o grupos de personas que se
encuentran en algun riesgo social, politico o econdmico se ubican en el espacio de vulnerabilidad.
Ubicarse en el espacio de vulnerabilidad no significa que el destino sea la exclusion. Dos personas
con las mismas condiciones que se encuentran en el espacio de vulnerabilidad pueden tener futuros
diferentes. Algunos autores se refieren a la vulnerabilidad en términos de los recursos con los que
cuenta una persona para hacer frente a una situacion de riesgo y resistir circunstancias negativas

(Angermeier y Ansen, 2020; Gal et al., 2020; Heilmann, 2020; Nortvedt y Wiese, 2020).

No siempre esté claro cudndo una persona esta en el espacio de vulnerabilidad. La frontera
entre los espacios de adaptacion y vulnerabilidad es porosa y la transicion de un espacio a otro
puede ser desencadenada por algun detalle o situacion. La pobreza, la fragilidad y la precariedad
son factores que llevan a las personas al espacio de vulnerabilidad. Ser vulnerable o ser parte de
una poblacion vulnerable se refiere a la ubicacion en el espacio de vulnerabilidad en alguna
dimensioén: la social o familiar, la financiera, la salud o la educativa (Heilmann, 2020; Prince y

Frith, 2020).

1.4 Poblaciones vulnerables estudiadas en la Matematica Educativa

15



La literatura revisada sobre educacion matemadtica y vulnerabilidad se organiza en torno a
cuatro grupos poblacionales: adultos, desplazados, poblacién con discapacidad e indigenas o

aborigenes.

En lo que se refiere a la poblacion adulta, una proporcion significativa de los articulos revisados
aborda a personas adultas en situacion de vulnerabilidad. La falta de numeracidad es el tema mas
estudiado. Gal et al. (2020) advierten que la falta de numeracidad expone a esta poblacion a la
exclusion del mercado laboral y de la participacion social. Redmer y Dannath (2020) analizan como
el aumento de las exigencias en las habilidades matematicas en la sociedad margina a quienes
carecen de estas competencias. Otros estudios, como los de Angermeier y Ansen (2020), exploran
la relacion entre numeracidad y endeudamiento; Schreiber-Barsch (2020) examina la numeracidad
en adultos con dificultades de aprendizaje; Reder (2020), en personas en reclusion; y Liu (2020)

en relacion con la motivacion y el empleo en diferentes paises.

Respecto a la edad, los estudios son variados. Zeuner et al. (2020) se enfocan en adultos
mayores nacidos entre 1926 y 1955; Diez-Palomar (2020) en mujeres de aproximadamente 50
afios; y Schreiber-Barsch et al. (2020) incluyen a personas desde los 16 afios. Fonseca (2020)
analiza a adultos que no tuvieron acceso a la educacion basica por razones econdmicas, quienes al
intentar retomar sus estudios en la adultez enfrentan riesgos de exclusion escolar. Este grupo
incluye poblacion negra, indigena, trabajadoras domésticas, rurales y mujeres excluidas

historicamente de la educacion formal.

Con respecto al grupo de la poblacion desplazada que incluye migrantes, refugiados,
solicitantes de asilo, inmigrantes y personas privadas de libertad, y cuyo desplazamiento obedece
a causas externas como guerras, violencia o persecucion. Este grupo esta formado por individuos
vulnerables en sus paises de origen. Jurdak (2020) estudia adultos migrantes de primera generacion
del Sur Global que enfrentan barreras culturales e idiomaticas en los paises de acogida. Nordvedt
y Wiese (2020) investigan estudiantes inmigrantes en Noruega, quienes enfrentan interrupciones
escolares y carecen de apoyo familiar. Liissenhop y Kaiser (2020) se centran en refugiados del
Medio Oriente en Europa, y Civil et al. (2020) en mujeres inmigrantes que participan en talleres

matemadticos. Las personas privadas de libertad también son consideradas desplazadas. Reder
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(2020) analiza la numeracidad en adultos jovenes encarcelados, en su mayoria varones con escasa

escolaridad y con un promedio de edad de 37 afios.

En cuanto a la poblacion con discapacidad, se comprende a personas con limitaciones fisicas,
intelectuales, sensoriales o mentales. Schreiber-Barsch et al. (2020) estudian la numeracidad en
adultos con discapacidad intelectual o problemas de aprendizaje. Morifia y Orozco (2023)
investigan la experiencia docente con estudiantes con discapacidad, promoviendo practicas
inclusivas. Este grupo incluye a personas con dislexia, Asperger, discapacidades visuales,
auditivas, motrices o sin diagnostico formal. Lindenskov y Lindhardt (2020) proponen un proyecto
de ensefianza inclusiva que considera la baja motivacion, escasa concentracion y autoestima como

sefiales de vulnerabilidad matematica.

Por ultimo, la poblaciéon indigena o aborigen, formada por los individuos de los pueblos
originarios de un pais. La mayoria de los estudios se centran en Australia y en las islas del estrecho
de Torres. Jorgensen (2020) senala las barreras que enfrentan los estudiantes indigenas en zonas
remotas, con culturas e idiomas distintos a los de la escuela dominante. Miller et al. (2020)
investigan cambios en la participacion matemdtica de docentes y estudiantes aborigenes
australianos. En Sudafrica, Robertson y Graven (2019, 2020) estudian como el uso del inglés como
idioma oficial en la escuela dificulta el acceso de los estudiantes a la comprensioén de conceptos
matematicos. Prince y Firth (2020) abordan la relacidon entre competencias lingiiisticas y numéricas

en estudiantes sudafricanos que buscan acceder a la educacion superior.

Los grupos no son mutuamente excluyentes. Algunos estudios (Civil et al., 2020; Jurdak, 2020;
Nortvedt y Wiese, 2020) analizan a personas que pertenecen simultineamente a dos grupos, como
adultos desplazados. Destaca que en la revision de literatura no se encontraron estudios sobre la

poblacion de NNA que viven en CH.

Con base en el modelo inclusidon/exclusion, se reconoce que en la investigacion en
educacion matematica se han realizado estudios con dos diferentes perspectivas: estudios con
perspectiva de exclusion que investigan los factores que propician el desplazamiento en direccion
al espacio de vulnerabilidad, estos son principalmente la falta de numeracidad y el lenguaje; los
estudios con perspectiva de inclusion examinan intervenciones que aminoran la vulnerabilidad y

propician la inclusion. La presente investigacion pertenece a este segundo grupo.
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A partir del andlisis de los grupos de poblaciones vulnerables estudiadas en el campo de la
educacion matemadtica, es posible argumentar que un estudio centrado en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas con adolescentes que residen en casas hogar constituye una
contribucion original y necesaria a la agenda de la inclusion educativa. Esta aportacion se

fundamenta en los siguientes argumentos.

Primero, en la revision de literatura se evidencia que la mayor parte de los estudios sobre
vulnerabilidad en educacion matematica se centran en adultos con baja numeracidad, personas
desplazadas o migrantes, poblacion con discapacidad y pueblos indigenas o aborigenes. No
obstante, los adolescentes que viven en casas hogar no aparecen como grupo de estudio en los
textos analizados, a pesar de que presentan multiples condiciones de vulnerabilidad: dificultades
economica, antecedentes de abandono, maltrato, rezago académico, discontinuidad educativa y
escaso acompainamiento familiar. Este vacio en la literatura justifica la necesidad de investigar sus
experiencias de aprendizaje matematico desde un enfoque inclusivo. Ademas hace visible a una

poblacion poco abordada en los estudios de educacion matematica.

Al abordar la ensefianza de las matematicas de la poblacion de adolescentes que vive en casa
hogar, se promueve una intervencion en una etapa fundamental de la vida que es la adolescencia,
lo que contrasta con la mayoria de los estudios que se enfocan en la adultez, etapa en la que las
consecuencias de la exclusion ya son evidentes, como es el desempleo o el endeudamiento. La
atencion temprana en matematicas puede funcionar como un factor protector que apoye el acceso
a la educacion media superior, lo que en un futuro se puede traducir en empleo y participacion
social. Asi, este estudio no solo describe la problematica de la poblacion de adolescentes que viven

en casa hogar, sino que propone una intervencion educativa en una etapa que es formativa.

Estudiar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas con adolescentes que viven en casas
hogar aporta una perspectiva innovadora y necesaria al campo de la educacidon matematica
inclusiva. Esta poblacion ha sido histéricamente invisibilizada en la investigacion en educacion
matemadtica, por lo que incorporar estos estudios al debate cientifico representa una oportunidad

para abonar elementos a la equidad educativa en matematicas.

1.4 Conclusion
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En este capitulo se ha presentado un problema que enfrenta la Educacion Matematica que se
refiere a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas de poblaciones vulnerables, en particular
la poblacion de nifios, nifias y adolescentes que viven en casas hogar ha recibido poca atencion.
Por ello, este capitulo inicia con una introduccion al planteamiento del problema, después en la
seccion 1.2 se establecen los objetivos y las preguntas de invetigacion que guian este trabajo. En
la seccion 1.3 se presenta el modelo inclusion-exclusion que es 1til para comprender el concepto

de vulnerabilidad en nuestro campo de estudio.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 Introduccion

Este proyecto de investigacion se desarrolla en dos areas: una centrada en la vulnerabilidad,
y la otra en el proceso de construccion de conocimiento matematico. Se busca establecer un vinculo
entre ambas al argumentar que, para construir conocimientos, es esencial crear un entorno que
considere el afecto como un pilar esencial. En este sentido, el disefio didactico y el analisis de los
resultados de esta investigacion se fundamentan en los principios de la Pedagogia Inclusiva,
incorporando las ideas de Piaget sobre cognicion y afecto, y utilizando la teoria APOE como marco
conceptual. Con la Pedagogia Inclusiva, mantenemos siempre en perspectiva el trabajo con una
poblacion vulnerable que se encuentra en riesgo de exclusion. Por su parte, la teoria APOE
considera la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas de manera integral, ofreciendo
herramientas tanto para la implementacion como para su analisis. La propuesta destaca la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas como una herramienta vital para la inclusion social
y académica y se define en la integracion de aspectos afectivos y cognitivos, en un espacio que se
denomina “Espacio de Condiciones de Posibilidad” (ECP), que se refiere a las condiciones

necesarias para que sea posible la construccion de conocimiento en la poblacion de estudio.

2.2. La teoria APOE

APOE es un marco tedrico que explica como se construye la comprension de conceptos
matematicos, se basa en la abstraccion reflexiva de Piaget y propone cinco mecanismos
mentales: interiorizacién, coordinacion, reversibilidad, encapsulacion y generalizacion. Estos
mecanismos conducen a la construccion de estructuras mentales: Acciones, Procesos, Objetos y

Esquemas.
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Las Acciones representan la forma mas primitiva de concebir un concepto matematico,
consisten en la transformacion externa de objetos. La repeticion de Acciones y la reflexion en ellas
son la base para el desarrollo de otras estructuras. Cuando una Accidn se interioriza, se convierte
en Proceso, cuya caracteristica es la realizacion mental de acciones y su reversibilidad. Los
Procesos se pueden coordinar dando lugar a nuevos Procesos. Cuando se adquiere conciencia del
Proceso como una totalidad y se le aplican transformaciones (ya sea explicita o mentalmente), se
dice que el individuo ha encapsulado el Proceso en un Objeto (Figura 2). La encapsulacion es la
estructura mental mas dificil de lograr. Las conexiones entre las estructuras mentales forman la
base de un Esquema cuya coherencia da sentido a la situacion relacionada con un concepto. Los
Esquemas se caracterizan por su dinamismo y su continua reconstruccion. Un Esquema se

transforma en una estructura estatica que puede ser usada para asimilar otros Objetos y Esquemas.

La comprension de un concepto depende de la habilidad de un individuo para establecer

conexiones entre las estructuras mentales que lo constituyen.

Figura 2
Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de conocimiento matemadtico en estudiantes de educacion

basica. (Arnon et al., 2014, p. 154).

Schema

interiorization

¢ processes
concrete
objects

New encapsulation
abstract

objects
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La principal herramienta para describir como se construye el conocimiento matematico en
la teoria APOE es la Descomposicion Genética (DG). De acuerdo con Arnon et al. (2014), la DG
es un modelo hipotético que describe los mecanismos y las estructuras mentales que un individuo
necesita construir para aprender un concepto; asimismo, explica las expectativas de actuacion de
los estudiantes. Se basa en la experiencia del investigador, en estudios anteriores del concepto y en

la observacion de los estudiantes en el aprendizaje. Puede orientar el disefio instruccional y
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proporcionar informacion sobre el aprendizaje de los alumnos. La DG no es unica y, cuando se
verifica empiricamente, puede ser un modelo de cognicidén. Su aplicacion permite la descripcion

de la construccion de los conceptos en cuestion (Roa-Fuentes y Oktac, 2010).

La teoria APOE propone un ciclo de investigacion que incluye tres elementos
fundamentales: el andlisis tedrico, el disefio e implementacion de la ensefianza, y la recoleccion y
el analisis de los datos. La DG responde al analisis tedrico y orienta el disefio de las actividades.
Por otro lado, APOE ofrece un ciclo de ensefianza denominado el ciclo ACE, acrénimo de
Actividades, discusion en Clase y Ejercicios. Este ciclo inicia con actividades que se planean de
forma colaborativa con el proposito de promover la abstraccion reflexiva; después, se realiza una
discusion en clase guiada por el docente. En esta etapa, el docente puede proporcionar
explicaciones y definiciones. Finalmente, se realizan ejercicios tanto en las sesiones como fuera de
ellas. En esta investigacion muchos de estos ejercicios se basan en preguntas estandar relacionadas
con las guias de estudio del examen de ingreso al bachillerato COMIPEMS, los cuales apoyan las

construcciones propuestas en la DG, la aplicacion de lo aprendido y la vinculacion entre conceptos.

La relacion entre los elementos del ciclo de investigacion y del ciclo ACE de ensefianza se
ilustran en el Figura 3. En ella se puede observar que la DG ocupa una posicion central en el ciclo
de investigacion e impacta tanto el disefio como la implementacion de la ensefianza, que esta

vinculada con el ciclo ACE.

Fig. 3
Relacion de los componentes del ciclo de investigacion y ensefianza de APOE. (Adaptacion propia de Asiala et al.,

1996)
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APOE se ha aplicado principalmente en investigacion en nivel medio superior y superior,
y cuenta con escasa aplicacion en el nivel basico. Es a partir de la teoria APOE que se

operacionaliza la Pedagogia Inclusiva que se presenta a continuacion.

2.3. La Pedagogia Inclusiva

La pedagogia inclusiva (PI), sustentada en documentos internacionales como la declaracion
de Salamanca (UNESCO, 1994) y la Convencion de las Naciones Unidas sobre los Derechos de
las Personas con Discapacidad (ONU, 2006), afirma que todas las personas tienen el derecho de
recibir una educacion de calidad en un ambiente de respeto e inclusion. La PI se ha definido como
un enfoque pedagogico orientado a la ensefanza y el aprendizaje que busca garantizar la
participacion de todos los estudiantes, ofreciendo igualdad de oportunidades (Ainscow et al., 2006;
Messiou, 2017; Slee, 2018). En este enfoque se reconoce la diferencia entre los estudiantes y se
abre la posibilidad de que aprendan en condiciones adecuadas (Florian, 2015). La PI valora la
diversidad como una oportunidad para enriquecer el proceso educativo (Shields, 2000) y

contribuye a la construccion de una sociedad equitativa e inclusiva.

La operacionalizacion de la PI desde la teoria APOE estd estrechamente ligada con la
practica docente. De acuerdo con Morina (2020), comprende cuatro dimensiones: creencias,
conocimiento, disefio y accién. A esto se afiade una quinta dimension, que es el componente
afectivo dada su relevancia en la ensefianza en contextos vulnerables. Las creencias se relacionan
con la valoracion de cada uno de los estudiantes y el reconocimiento de la diversidad como un
elemento enriquecedor del aprendizaje (Shields, 2000). Diversos investigaciones indican que el
¢éxito de la inclusion depende en gran parte de la actitud positiva de las docentes (Van Houtte y
Demandet, 2016). El conocimiento docente que es esencial para llevar a cabo una ensefanza
inclusiva y se fortalece desde la teoria APOE al comprender como se desarrollan las estructuras
mentales planteadas en la DG, lo que permite a los docentes anticipar posibles obstaculos
cognitivos y generar estrategias adecuadas para su grupo de estudiantes. No es suficiente que un
docente cuente con una sélida base de conocimientos; es igualmente importante que esté

familiarizado con diversas estrategias de ensefianza, que comprenda la construccion del
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conocimiento y las necesidades de los estudiantes, y que sea capaz de identificar y valorar las
dificultades que estos podrian encontrar en su proceso educativo (Rouse, 2009). Las acciones,
entendida dentro de la PI como la implementacion de practicas inclusivas, se concretan en la
realizacion de actividades disenadas a partir de la DG y deben sustentarse en la flexibilidad y en
un aprendizaje centrado en el estudiante, con docentes comprometidos y compartidos (Aguirre et

al., 2020; Melero et al., 2020).

La implementacion de las actividades se inscribe en el ciclo ACE, que propone que los
alumnos trabajen de manera colaborativa. No obstante, es probable que la poblacion de este estudio
no haya tenido la oportunidad de desarrollar un sentido de pertenencia, que no haya aprendido a
confiar en los demas, ni a considerar las opiniones de sus compaferos, tampoco a sentir que su voz
sera respetada y escuchada. Esta circunstancia complica el ejercicio de la colaboracion,
especialmente cuando la experiencia ha estado caracterizada por la falta de apoyo y cuidado por
parte de quienes debieron haber estado presentes para ayudarles. En este contexto, la
operacionalizacién de la PI se traduce en adaptaciones al ciclo ACE, como es la sustitucion del
trabajo colaborativo por un esquema combinado de trabajo individual con recapitulacion colectiva,
respetando las dificultades que enfrentan las adolescentes para establecer relaciones de confianza
y asegurando la igualdad de participacion. Considerando los principios de la Pedagogia Inclusiva,
en el entorno se respeta que las adolescentes se resistan a la colaboracion, lo cual se entiende como
un reconocimiento a sus diferencia y como una oportunidad para crear condiciones adecuadas para

cada una.

En el disefo pedagdgico es importante reconocer las diferencias y responder a ellas (Gale
y Mills, 2013). Esto significa que el docente debe atender las necesidades de todos los estudiantes,
asegurando su accesibilidad y debe evitar ajustes improvisados en el proceso de ensefanza
(Sandoval et al., 2020). En el caso de poblaciones vulnerables, como son las adolescentes que viven
en casa hogar, es fundamental partir de lo mas basico, ya que aunque esta poblacion suelen poseer
documentos oficiales que validan un nivel educativo, en la realidad carecen de los conocimientos
que estos documentos acreditan. La teoria APOE permite disefar actividades graduadas de acuerdo
con los conocimientos previos de las estudiantes, asegurando su participacion y un aprendizaje que

considere la diversidad y el ritmo individual.
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Finalmente, el componente afectivo es clave en la ensefianza inclusiva en contextos de
vulnerabilidad. De acuerdo con Morifia (2020), este elemento estd relacionado con la manera en
que se lleva a cabo la ensefianza. En el presente trabajo, se integra mediante la creacion de un
entorno de seguridad y afecto positivo, donde las estudiantes sepan que sus preguntas seran
escuchadas, valoradas y respetadas. En este sentido, la docente promueve la discusion en las
sesiones y considera las ideas de las adolescentes, por incipientes que sean. Esto facilita que, junto
a ellas, se construyan las Acciones, Procesos y Objetos planteados en la DG, lo que favorece la
participacion de las adolescentes y garantiza igualdad de oportunidades. Esta dindmica se repite en
todas las actividades, creando un entorno donde las adolescentes desarrollan seguridad en si
mismas. Asi, se refuerza la confianza y la autoestima, al mismo tiempo que avanza su aprendizaje
matematico, evidenciando que la inclusién no es solo un principio ético, sino una condicion
necesaria para el aprendizaje. Por ultimo, la pedagogia inclusiva también influye en la metodologia
de investigacion, al impulsar métodos cualitativos como es el estudio de caso y la implementacion

de practicas inclusivas (Booth y Ainscow, 2011).

2.4. Espacio de Condiciones de Posibilidad

La relacion entre afectividad y cognicion ha sido objeto de estudio por diversos autores.
Piaget, ampliamente reconocido por sus estudios sobre el desarrollo cognitivo, también aborda la
relevancia del afecto en la formacion del ser humano (Piaget, 2005). No solo reconoce su
importancia, sino que estudia con detenimiento las contribuciones en este campo. Aunque Piaget
no recopila datos empiricos sobre el desarrollo afectivo, aborda el tema desde un enfoque teorico
y sostiene que “el afecto es mucho mas que un problema de conocimiento... Sin afecto no habra
interés, necesidad, motivacion y como consecuencia... no habra inteligencia” (Piaget, 1962). De
acuerdo con Piaget (1954), la afectividad es una condicidon necesaria para la actividad cognitiva.
Este autor sostiene que la afectividad actia como el motor que proporciona la energia y la
motivacion necesarias para la realizacion de actividades cognitivas, mientras que la inteligencia se
encarga de organizar y estructurar dichas actividades. La estructura afectiva es isomorfica con la
estructura cognitiva (Piaget, 1981). Desde esta perspectiva, el afecto no solo acompana al

pensamiento matematico, sino que lo posibilita y sostiene.
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De manera analoga Pérez (2017) subraya la necesidad de reconocer la interaccion entre la
afectividad y la cognicion en el ambito educativo. Un entorno que favorezca el desarrollo
emocional como el intelectual contribuye a un aprendizaje mas integral y efectivo para los
estudiantes. Pierre Janet (1925), por su parte, define la afectividad como un fenémeno que puede
alterar el desarrollo intelectual, ya sea acelerandolo o frenandolo. En este sentido, Piaget afirma
que el afecto regula las intenciones de acercarse o alejarse de la actividad cognitiva, y proporciona
un ejemplo relacionado con las operaciones matematicas: "...los sentimientos de éxito o fracaso
pueden facilitar o inhibir el aprendizaje de las matematicas, pero la estructura de las operaciones
matematicas no serda modificada" (Piaget, 1981). La descripcion de la experiencia emocional de
Piaget presenta un paralelismo con las ideas de Mandler (1989), quien explica como las personas
toman conciencia de su éxito o fracaso al completar una secuencia de acciones. Este enfoque guarda

relacidn con los constructos de la teoria APOE.

La adolescencia es una etapa crucial en la construccion de la identidad personal,
profesional, laboral y social. Covarrubias (2002) destaca la relevancia de la familia en este proceso.
Segtn Pérez (2017), los estudiantes que enfrentan problemas en el hogar tienden a mostrarse
rebeldes en la escuela, lo que constituye una barrera cognitiva y dificulta la formacion de esquemas
de aprendizaje. Aunque la adolescencia es, como ya mencion0, una etapa clave en la formacion del
individuo, en situaciones de vulnerabilidad es fundamental explorar qué condiciones pueden

ayudar a las adolescentes que viven en casa hogar a encarar los desafios que enfrentan.

De acuerdo con lo anterior, las estrategias educativas que integran la afectividad y la
cognicion contribuyen a la creacion de entornos de aprendizaje inclusivos. Alineado con las ideas
de Piaget sobre la interdependencia entre afectividad y cognicion, este trabajo presenta una
intervencion didactica dirigida a nifas y adolescentes en situacion de vulnerabilidad que residen
en una casa hogar. La propuesta destaca la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas como
una herramienta vital para la inclusion social y académica. La propuesta se define en la integracion
de aspectos afectivos y cognitivos, en un espacio que se denomina “Espacio de Condiciones de
Posibilidad” (ECP), que se refiere a las condiciones necesarias para que sea posible la construccion

de conocimiento en la poblacion de estudio. En el ambito cognitivo, se debe asegurar que se hayan

26



construido los conocimientos previos declarados en la DG. Por otra parte, el ambito afectivo se
centra en la creacion de un entorno de seguridad y de afecto positivo, que sea sensible a las
condiciones de vulnerabilidad y a las necesidades especificas de la poblacion de estudio. Esto
permitird fortalecer su seguridad y confianza, facilitando asi su participacion en el proceso de

aprendizaje.

En el ECP, la gestion docente funge como un puente de conexion entre el &mbito cognitivo
y el afectivo, como se representa en la Figura 4. La gestion docente involucra las decisiones que
toman los docentes en su practica, las cuales, estan vinculadas con sus conocimientos, valores y

creencias, entre otros factores (Morifia 2020; Florian, 2014).

Figura 4

Espacio de Condiciones de Posibilidad sustentado sobre elementos cognitivos y afectivos.
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Al atender el ECP, se favorece la eliminacion de las barreras que obstruyen el aprendizaje
de la poblacion de estudio, con lo que se espera que las adolescentes no solo avancen en su
instruccion, sino que también desarrollen herramientas emocionales y cognitivas que faciliten su
inclusion académica y social, lo cual es esencial para disefar estrategias educativas efectivas. La
integracion de estos dos elementos dentro de un marco de pedagogia inclusiva no solo promueve
la creacion de entornos de aprendizaje maés accesibles y equitativos, sino que también asegura que
estudiantes en situacion de vulnerabilidad puedan participar plenamente en su desarrollo

académico y social.
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2.5. Conclusion

En este capitulo se presento el marco tedrico que fundamenta la intervencidon propuesta para
las adolescentes que viven en casa hogar. El marco teorico considera la afectividad y la cognicion.
De acuerdo con Piaget, no hay procesos cognitivos sin elementos afectivos, lo que subraya la

importancia de considerar ambos aspectos para garantizar una educacion inclusiva.

La teoria APOE es un marco tedrico fundamental en la educacion matematica, basado en la
abstraccion reflexiva de Piaget. Esta teoria aborda las estructuras y mecanismos mentales,
esenciales para la construccion de conceptos matematicos en las estudiantes. La Descomposicion
Genética es un un modelo util para describir el aprendizaje de conceptos. Por otro lado, la
Pedagogia Inclusiva, promueve la educacion equitativa y de calidad para todos, valorando la
diversidad como una oportunidad de aprendizaje. La implementacion de actividades disenadas con
la teoria APOE y la creacién de un entorno seguro y afectivo, enmarcada en el Espacio de

Condiciones de Posibilidad son clave para el éxito de la intervencion propuesta.
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CAPITULO 3

MARCO METODOLOGICO

3.1. Introduccion

La vulnerabilidad, eje fundamental de esta investigacion, tiene un referente en la propuesta
metodologica. De esta manera, el analisis se realiza mediante un estudio de caso (seccion 3.2) y se
enfoca en dos aspectos: por un lado, la exploracion de la construccion del conocimiento matematico
a través del marco teorico de APOE, y por otro, la investigacion de los elementos contextuales que
podrian incidir en el aprendizaje de las matematicas y en el desarrollo de las sesiones. Este capitulo
presenta el perfil de la poblacion y la seleccion de casos en la seccion 3.3. En la siguiente seccion
3.4 titulada “Diseno” se aborda lo referente a la metodologia de APOE que incluye la
descomposicion genética (DG) y el disefio de las actividades, y por tltimo, en la sesion 3.5 se

aborda la recoleccion y el analisis de los datos.
3.2. Estudio de caso

De acuerdo con Yin (2018) un estudio de caso es “método empirico que investiga un
fenomeno contemporaneo (el caso) en profundidad, en su contexto real, especialmente cuando las
fronteras entre el fendmeno y el contexto no son muy claras”. Codina Lluis (2023) afirma que se
requiere la comprension de un caso real y se asume que tal comprension involucra condiciones
pertinentes al caso. El estudio de caso (EC) se define como un enfoque de investigacion cualitativo
que indaga un caso o varios casos dentro de un contexto especifico, recopilando informaciéon de
diversas fuentes como observaciones, entrevistas, documentos y reportes, entre otros (Stake, 1999).

Se reporta la descripcion del caso a partir de diferentes temas.
Los tipos de estudio de caso varian principalmente en funcion del tamafio de la poblacién
de investiga. Se identifican el EC individual instrumental, el EC multiple y el EC intrinseco. De

acuerdo con Stake (2005) en el EC individual instrumental, el investigador se concentra en una
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situacion particular y elige un caso que la represente. En el EC multiple, se seleccionan varios casos
para ilustrar la situacion, lo que permite obtener diversas perspectivas sobre el tema. Para que este
enfoque sea pertinente, es importante que los casos sean representativos de la poblacion en estudio.
Finalmente, el EC intrinseco se enfoca en problemas inusuales o tinicos de una situacion particular.
Este enfoque es especialmente adecuado para esta investigacion, que aborda el problema del
aprendizaje de las matematicas en un contexto cerrado, especificamente en la poblacion de
adolescentes que viven en casas hogar. Se elige un EC multiple comparativo, enfocado en dos
casos que ofrecen diferentes perspectivas sobre el problema (Creswell, 2005). Como se explicara
mas adelante, se recopilaron datos de diversas fuentes, los cuales ayudaran a ofrecer una
descripcion detallada del caso. También se plantea un andlisis holistico del caso, que apoye la

comprension profunda y compleja de la situacion.

3.3. Perfil de la poblacion

Las NNA en situacion de vulnerabilidad se constituyen como titulares de derecho y es el
Estado el responsable de protegerlas y restituir sus derechos. Esta poblacion ha sido desprovista de
sus derechos de proteccion o no cuenta con cuidados parentales. El Estado, como garante de su
vida e integridad fisica, las coloca en resguardo en una CH, donde permanecen hasta tener un
entorno familiar estable y de bienestar para el regreso a su hogar, en caso de contar con este. En la
restitucion de derechos, el acceso a la educacion se contempla como factor protector para el
desarrollo de habilidades para la vida. Como se sefialdo anteriormente, este trabajo plantea una
intervencion didactica en matematicas con adolescentes que viven en CH y que presentaran el
examen de ingreso al nivel medio superior. Ya que el trabajo con adolescentes de contextos
vulnerables se favorece cuando se trabaja con grupos reducidos, la poblacion de estudio son dos
adolescentes.

La casa hogar donde se llevaron a cabo las sesiones es una institucion de asistencia privada
para nifas y adolescentes. Es un espacio digno, constituido por un jardin amplio rodeado por un
salon de usos multiples, cocina y comedor, dormitorios con bafio y espacios de oficinas. Las nifias
y adolescentes se dividen en tres dormitorios, por grupo etario. La casa hogar cuenta con personal
operativo: directora, administradora, pedagogas, cocinero, personal de intendencia y chofer. Las

actividades de la poblacion son dirigidas por un grupo de pedagogas, cuya labor es garantizar que
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cada persona cumpla con las tareas escolares y domésticas que le corresponden y que todas las
actividades se completen en tiempo y forma. Algunas actividades son innegociables, entre ellas
estan las horas de los alimentos, las tareas escolares, la hora de la colacion o el turno de lavar los
manteles del comedor. La casa hogar cuenta con personal que disefia y prepara el menu de la
comida. Los alimentos que se ingieren, especialmente la cantidad de azlicar, estdn estrictamente
controlados para las nifias y adolescentes, debido a que la mayoria recibe atencion psicologica y
toma medicamentos controlados, los cuales son incompatible con el consumo elevado de azucar.
De acuerdo con la directora de la casa hogar, la poblacion de nifias y adolescentes que ahi vive

tiene por lo general muy baja autoestima.

Para el estudio de caso se seleccionaron dos adolescentes como representantes de esta
poblacién. Sin embargo, es necesario acotar la presencia de otras adolescentes con diferentes rasgos
(en los que no es necesario ahondar para los fines de esta investigacion), que también viven en la
casa hogar, que no pertenecen al grupo de estudio y que ocasionalmentre participan en las sesiones.
Las nifas o adolescentes que viven en CH comparten caracteristicas comunes, como es vivir lejos
de su familia (en caso de tenerla) y gran fragilidad emocional. Todos los conflictos inherentes a la
adolescencia se exacerban en el entorno de una CH. La poblacion de estudio de esta investigacion
se agrupa segun su trayectoria de vida y su trayectoria escolar:

. Adolescentes que cursan su nivel educativo asistiendo de manera presencial
a la escuela o las que certifican un nivel educativo a través de cursos en linea o mediante
la presentacion de examenes.

o Adolescentes que no conocieron a sus padres o si los conocen.

o Adolescentes que ingresan a la casa hogar desde los primeros afios de vida o

aquellas que ingresan mas grandes.

La poblacion de estudio esta formada por dos adolescentes, Nicte y Yamil (cuyos nombres
han sido cambiados para proteger su identidad). A continuacion, se describen las caracteristicas de

cada una.

CASO 1
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Nicte tiene 15 afios cumplidos, no tiene familia y no conoci6 a sus progenitores, vive en
casa hogar desde el tercer afio de vida. En el ambito educativo, ha asistido a colegios particulares
que ofrecen plazas sin costo para nifias o adolescentes de casas hogar. Sin embargo, fue expulsada
de una escuela particular por hurto, lo que la llevo a ingresar a una escuela publica, la cual también
tuvo que abandonar por problemas. No asiste a la escuela de manera presencial y certificod la
secundaria en el INEA. A Nicte le cuesta trabajo integrarse socialmente y no sabe trabajar de
manera colaborativa. Muestra una gran rivalidad con sus compatfieras. En su biografia matematica,
menciona que las matematicas le resultan complicadas, aunque lo intenta. Desde la primaria no las
entendia y no le gustaban por la forma en que se las ensefiaban. Ha tenido que luchar contra esta

dificultad y le resulta dificil. No se siente capaz, pero esta dispuesta a intentarlo.

CASO 2

Yamil tiene 14 afios, creci6 en una familia que perdi6 su patria potestad porque violentd su
derecho de proteccion. Antes de llegar a la casa hogar, Yamil pas6 més de dos afios sin asistir a la
escuela. Cursa tercer grado en una escuela secundaria técnica vespertina de la Ciudad de México.
Tiene contacto esporadico con su madre y lleva 15 meses viviendo en la casa hogar. En su biografia
matematica menciona que en su casa la ponian a estudiar, pero muy poco, y no se le quedaban
grabadas las cosas. En matematicas no se ha llegado a desesperar, se siente capaz de entender si le
explican bien.

Ambas tienen la intencion de presentar el examen de ingreso al nivel medio superior.

3.4. Diseino

Como se menciond el interés principal de la teoria APOE es la descripcion de la
construccion del conocimiento, esto se apoya en la Descomposicion Genética. A continuacion, se

presenta la DG disefiada para la intervencion didéctica propuesta.

3.4.1. El caso del triangulo
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El programa de estudios de Matematicas de la Secretaria de Educacion Publica (SEP)
establece que, al concluir la educacion basica, los estudiantes deben dominar los contenidos
relativos a la geometria, particularmente en el eje de Forma, Espacio y Medida. Aunque el concepto
de tridngulo se introduce en los primeros afios de la educacion basica, muchos estudiantes no
construyen una nocion suficientemente precisa para resolver problemas de razones trigonométricas
que se abordan en el ultimo afo de secundaria. Por ejemplo, por lo general identifican un tridngulo
como una figura de tres lados, pero no comprenden que es una figura cerrada, con tres angulos
interiores cuya suma es siempre 180°. Frecuentemente confunden tridngulos rectangulos con
triangulos escalenos y, si recuerdan el teorema de Pitagoras, lo aplican a cualquier triangulo y no
lo usan para resolver problemas. Estos conocimientos son esenciales para el estudio de la
semejanza de tridngulos y las razones trigonométricas.

Para apoyar el aprendizaje de las razones trigonométricas, se disefid una Descomposicion
Genética (DG) titulada “El triangulo y sus propiedades”, que propone una posible via para la
construccion de los elementos necesarios para el aprendizaje de las razones trigonométricas. La
DG propuesta en este trabajo considera la condicion de vulnerabilidad de la poblacion de estudio,
ya que, de acuerdo con Piaget y Garcia (2008) la evolucion de cualquier conocimiento no esta
relacionada con el incremento de conocimientos, sino con la reinterpretacion de los conceptos
previos o con la reconstruccion de lo que fue construido con anterioridad. “Se trata de una
reorganizacion de los conocimientos, a la luz de nuevos puntos de vista, y de una reinterpretacion
de los conceptos de base” (Piaget y Garcia, 2008, p. 107). Las sesiones de trabajo incluyeron el
estudio de fracciones, divisibilidad y variacion proporcional, conceptos indispensables para la
construccion de las razones trigonométricas pero cuyo tratamiento y andlisis no se contemplan en

el presente estudio.

3.4.2. La Descomposicion Genética: “El triangulo y sus propiedades”

Construcciones previas

Punto - Objeto

Segmento - Objeto; longitud - Objeto
Angulo - Objeto

Circunferencia - Objeto (punto, radio, centro)
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Construccion:

Accion sobre segmentos para construir diferentes figuras de tres lados. Esta accion se
interioriza en el proceso de construccion de cualquier figura de tres lados. Accion de comparar
figuras de tres lados para reconocer aquellas que son cerradas. Esta Accidn se interioriza en el
Proceso correspondiente cuando se evidencia que los alumnos pueden determinar si, dada cualquier
figura de tres lados, ésta se trata o no de un triangulo y pueden clasificar los tridngulos en términos
de la longitud de sus lados. Acciones de comparacion de la longitud de los lados de un tridngulos
se interiorizan en un Proceso cuando los alumnos pueden establecer la relacion entre las longitudes,
este Proceso se evidencia cuando los alumnos reconocen la relacion entre las longitudes de los
lados de cualquier triangulo y la llaman por su nombre. Este Proceso se coordina con el Proceso
que se obtiene de desencapsular el Objeto angulo en el Proceso que permite determinar diferencias
entre tridngulos en relacidon con sus dngulos internos. Se realizan Acciones de medicion y suma de
los angulos interiores de diferentes tridngulos, estas se interiorizan en el Proceso de reconocer que
la suma de los angulos interiores de cualquier triangulo es siempre 180°. Este Proceso se encapsula
en el Objeto tridngulo cuando se pueden aplicar Acciones y Procesos sobre estas figuras para

determinar elementos desconocidos a partir de informacion parcial.

Acciones de comparacion de la suma de los cuadrados de los lados de un triangulo
rectangulo con el cuadrado de la hipotenusa. Estas Acciones se interiorizan en un Proceso en el
cual, independientemente del tamafio y de la posicion de distintos triangulos rectangulos, la alumna
puede determinar que el cuadrado de la hipotenusa del tridngulo rectangulo es igual a la suma del
cuadrado de sus catetos. La reversion del Proceso anterior permite el reconocimiento de la igualdad
a’+b?=c? en el caso de tridngulos rectangulos, para reconocer que la suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. Este Proceso se encapsula como Objeto en la relacion
que se conoce como teorema de Pitdgoras cuando las alumnas pueden utilizar este teorema para

hacer Acciones que les permitan resolver problemas relacionados con triangulos rectangulos.
Acciones de comparacion de diferentes tridngulos en términos de las diferencias y

similitudes de sus angulos y sus lados. Estas Acciones se interiorizan en el Proceso que permite

determinar, entre cualquier pareja de tridngulos, aquellos que tienen todos los lados y angulos
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iguales. Este Proceso se encapsula en un objeto cuando la alumna puede realizar acciones de

comparacion de triangulos y determinar si los tridngulos son congruentes o no.

Acciones de comparacion de triangulos en términos de sus angulos internos y de las razones
entre los lados correspondientes para determinar si estos son proporcionales. Estas Acciones
interiorizan en un Proceso que permite determinar, entre distintas parejas de tridngulos, cuales
satisfacen la propiedad anterior. La Accion de comparar las razones entre lados correspondientes
de dos triangulos y de determinar si los d&ngulos correspondientes de los triangulos son iguales se
interioriza en el Proceso que permite identificar entre parejas arbitrarias de triangulos aquellos que
tienen angulos correspondientes iguales. Los dos Procesos anteriores se coordinan en el Proceso
que permite reconocer que, cuando ambas propiedades se cumplen (es decir, que los angulos
correspondientes de los tridngulos son iguales y sus lados proporcionales) dichos triangulos son
semejantes. Este Proceso se encapsula en el Objeto tridngulo semejante cuando las alumnas pueden

comparar distintos tridngulos y diferenciar entre tridngulos congruentes y tridngulos semejantes.

Se desencapsula el Objeto triangulo Semejante en el Proceso que le dio origen y se coordina
con el Proceso de triangulo rectangulo, en un nuevo Proceso que relaciona las razones entre lados
proporcionales de un tridngulo en referencia con uno de sus angulos agudos. Este Proceso se
encapsula en el Objeto razon trigonométrica cuando la alumna reconoce las distintas razones por
su nombre y puede hacer Acciones para resolver problemas de valores desconocidos de un

triangulo.

3.4.3 Analisis de las actividades

Para la intervencion didactica se disefiaron actividades con base en la Descomposicion
Genética. Las actividades se organizaron en cuatro fases cuya relacion se presenta en la Figura 5.
En las primeras tres fases, se trabajan conceptos relacionados con los lados del triangulo, los
angulos del triangulo y el tridngulo rectangulo, que sirven como base para poder construir la Gltima
fase enfocada en las relaciones entre tridngulos, que incluye la congruencia, la semejanza y las

razones trigonométricas.
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Figura 5

Fases que integran la Descomposicion Genética “El triangulo y sus propiedades”.

EL TRIANGULO Y SUS PROPIEDADES

FASE I
Lados del triangulo

FASE II:
Angulos del
triangulo

FASE 11z
Tridngulo
rectangulo

FASE IV:
Relaciones entre
triangulos
Congruencia
Semejanza
Trigonometria

A continuacion se presentan las actividades agrupadas por fase y el andlisis de las estructuras y

mecanismos mentales que se planea construir en cada actividad.

FASE 1

Actividad 1

Cuestionario sobre las construcciones previas

a) ¢Cual es la diferencia entre un segmento y una recta?
b) (Qué son rectas paralelas?

c) ¢Qué son rectas perpendiculares?

d) (Qué es un tridngulo?

e) (Cuadl es la caracteristica de un tridngulo isésceles?

f) (Qué es un triangulo rectangulo?
Analisis
Este cuestionario tiene como objetivo evaluar las construcciones previas necesarias para la

construccion del triangulo y sus propiedades tomando como base los conceptos de segmento y

angulo. En esta primera evaluacion, se examina especificamente la comprension del concepto de
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segmento, ya que es fundamental para realizar las acciones iniciales, como el trazado de tridngulos.
También se exploran las construcciones que los estudiantes han desarrollado sobre el tridngulo y
sus propiedades. Se espera que los estudiantes reconozcan al tridngulo como una figura geométrica
con tres lados, tres vértices y tres dngulos interiores. Ademas, deben haber construido el segmento
de recta como objeto, saber como trazarlo, medir su longitud y diferenciarlo de una linea recta.
También es necesario que los estudiantes hayan construido los conceptos de rectas paralelas y

rectas perpendiculares.

Actividad 2

Trabaja en GeoGebra. Realiza las siguientes actividades y responde las preguntas:

a) Traza un segmento de recta que pase por dos puntos.

b) Mide la longitud del segmento de recta.

c) Repite la operacion y traza tres segmentos diferentes de recta y mide la longitud de cada
uno.

d) (Pueden dos segmentos compartir un extremo? Traza un ejemplo.

e) Traza una recta que pase por dos puntos.

f) (Puedes medir la longitud de la recta?

g) Explica tu respuesta.

h) Escribe la diferencia entre segmento de recta y una recta.

Analisis

La construccion del tridngulo y sus propiedades parten del Objeto segmento. Se
desencapsula el Objeto segmento en los elementos que le dieron origen y se realizan Acciones de
trazo y medicion de segmentos, comparacion de segmentos, trazo de rectas y analisis de las
diferencias y semejanzas entre rectas y segmentos. Las Acciones de trazo y medicion de diferentes
segmentos, asi como la reflexion sobre sus diferentes longitudes y las diferencias con las lineas

rectas promueve la interiorizacion de la diferencia entre segmento y recta como un Proceso.
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Actividad 3

1.  Traza una recta cualquiera £, y un punto fuera de ella ;.

a)

b)

©)
d)

-

Localiza el comando [FejRecta paralela y utilizalo para trazar una recta paralela a la
recta que trazaste originalmente, que pase por el punto marcado.

Marca dos puntos mas en el plano diferentes a g, y llamalos ., y 5. Repite la accion
con estos puntos y traza rectas paralelas a la recta £;.

Describe la relacion entre la recta £, y las rectas que trazaste.

(Se cruzan estas rectas en algin punto?

2.  Traza una recta cualquiera £; y un punto fuera de ella ;.

i Recta perpendicular

e) Localiza el comando y utilizalo para trazar una recta
perpendicular a £; que pase por el punto £;.

f) Marca dos puntos £, y §£5 en el plano diferentes a §,. Traza rectas perpendiculares a
L, que pasen por los puntos £, y 5.

g) Describe la relacion entre la recta original y las rectas que trazaste.

h) (Es suficiente decir que dos rectas perpendiculares son aquellas que se cruzan?

1) Traza dos rectas que se crucen que no sean perpendiculares.

Analisis

Se realizan Acciones de trazo de rectas paralelas y perpendiculares a una recta dada, que

pasan por diferentes puntos. La observacion de semejanzas y diferencias entre las rectas y la

verbalizacion de sus caracteristicas promueve la interiorizacion del Proceso de rectas paralelas y

rectas perpendiculares.

Actividad 4

Trazo de triangulos equilateros.

a)

En una hoja de GeoGebra.
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» Traza un triangulo que tenga tres lados que midan 5 unidades. Describe el

procedimiento que utilizaste.

om . .
> Utilizala tecla ~  Pistance orlength o0 comprobar que el tridngulo es equilétero.

(Fue preciso el procedimiento que utilizaste?

b) Continta trabajando en GeoGebra.

» Explora como trazar un triangulo equilatero con el comando “Poligono regular”

. -
| ~s Poligono
-

- "
+_/* Poligono Regular

y traza un tridngulo cuyos lados también midan 5 unidades.

¢) Toma una hoja de papel, regla y compds y realiza los siguientes trazos.

>
>

YV V. V VYV V

Analisis

Traza un segmento AB de 5 cm de longitud.

Traza una circunferencia que tenga centro en el punto A y radio igual a la
longitud de AB.

Traza una segunda circunferencia que tenga centro en el punto B y radio
igual a la longitud de AB.

Responde, ;por qué utilizamos circunferencias en los trazos? Determina
la interseccion de las circunferencias. Llama C a uno de los puntos de
interseccion.

Traza los segmentos AC y BC.

Mide los lados del tridngulo.

(Qué tipo de tridngulo es ABC?

Argumenta tu respuesta.

Compara los resultados obtenidos a través de los distintos métodos. ;Con

cual de ellos fue posible trazar un triangulo equildtero de manera precisa?

Se realizan las Acciones siguientes: trazo libre de un tridngulo con tres lados iguales y

medicion de la longitud de los lados utilizando el comando “distancia” en GeoGebra; trazo de

triangulos equilateros mediante el comando “poligono regular” y la medicion de la longitud de sus

lados; trazo en papel del tridngulo con regla y compds, y medicion de los lados. Se realizan

Acciones de comparacion de los resultados obtenidos en las distintas Acciones de trazo de
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triangulos equilateros. La repeticion de Acciones, el analisis y la comparacion de los diferentes

métodos de trazo de un tridngulo de tres lados de igual longitud promueven la interiorizacion de

las Acciones en el proceso de tridngulo equilatero.

Actividad 5

Trazo de un tridngulos isosceles

a) Traza un triangulo isdsceles que tenga un lado de 3 cm y dos lados de 5 cm. Describe tu

procedimiento.

Mide la longitud de los lados del tridngulo que trazaste.

(Fue preciso tu procedimiento?

b) Trabaja en papel con regla y compas. Realiza los siguientes trazos.

>

YV V V

YV V VYV V

Analisis

Traza un segmento AB de 3 cm de longitud.

Traza una circunferencia que tenga centro en el punto A y radio 5.

Traza una segunda circunferencia que tenga centro en el punto B y radio 5.
Determina la interseccion de las circunferencias y llama C a uno de los
puntos de interseccion.

Traza los segmentos AC y BC.

Mide la longitud de cada lado del tridngulo.

(Como se llaman los tridngulos que tienen dos lados con la misma longitud?
Compara los resultados obtenidos a través de los distintos métodos. (Con

cudl de ellos fue posible trazar un triangulo equilatero de manera precisa?

Se realizan las siguientes Acciones: trazo libre en papel de un triangulo con dos lados

iguales y medicion de la longitud de los lados; trazo en papel del tridngulo con regla y compaés, y

medicion de los lados. Se realizan Acciones de comparacion de los resultados obtenidos en las

distintas Acciones en términos de la caracteristica de los lados de triangulos isosceles. La repeticion

de Acciones, el analisis y la comparacion de los diferentes métodos de trazo de un tridngulo que
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tiene dos lados de igual longitud apoyan la interiorizacién de las Acciones en el proceso de

triangulo isosceles.

Actividad 6

Trazo de triangulos escalenos

» Traza un tridngulo cuyos lados midan: 4, 5y 8 cm.

Redacta el procedimiento que utilizaras.

Comprueba tu procedimiento, traza el triangulo y mide los lados del triangulo.

(Fue preciso el procedimiento que propusiste?

YV V V V

(Como se llama el triangulo que trazaste?

Cuestionario final

» (Qué caracteristicas tiene un triangulo equilatero?

» (Como se diferencia un tridangulo isésceles de uno escaleno?
> (Qué método te parece el mas preciso para trazar triangulos?

» Utilizalo y traza un triangulo escaleno.

Analisis

Se realiza la Accion de trazo de tridngulos con lados de diferentes longitudes. Primero, las
adolescentes hacen la descripcion del procedimiento con el que podrian trazar el triangulo y
después comprueban la eficacia de su procedimiento en la practica. Para verificar los trazos realizan
la Accion de medicion de la longitud de los lados del tridngulo. Se espera que las alumnas
coordinen la Accioén de trazo del triangulo con regla y compds utilizados en los tridngulos
equilatero e isosceles con el trazo de triangulo escaleno. Se realizan Acciones de reflexion en
diferencias y semejanzas en los procedimientos utilizados en el trazo de triangulos, asi como en las
caracteristicas de los tridngulos equilateros, isosceles y escalenos. Esto favorecen la interiorizacion
del Procesos de la clasificacion de triangulos con respecto a sus lados, asi como el Proceso de trazo

de triangulos con regla y compas, y su coordinacion
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Actividad 7
Observen el material que estd adentro de la bolsa sin tocarla. Cada barrita representa un
segmento de recta. Sin abrir la bolsa, respondan.

Figura 6

Palitos de madera de diferentes longitudes dentro de una bolsa de plastico.

1. Estimen, ;cuantos tridangulos diferentes pueden construir con ese material?

2. (Cuantos triangulos equilateros? Argumenten su respuesta.

3. (Cuantos triangulos isdsceles? Argumenten su respuesta. Describan cada triangulo.

4. Saquen el material de la bolsa y construyan con el material los tridngulos que escribieron.
(Hay algun tridngulo que no se pueda construir?

Si su respuesta es afirmativa, indiquen qué triangulos y expliquen la razén por la que no se
pueden construir.

(Qué relacion deberia existir entre la longitud de los dos segmentos mas pequefios con respecto
al tercer segmento?

5. Guarden nuevamente el material en la bolsa. Consideren que las longitudes de los segmentos
de la bolsa son 8, 5,4 y 3 cm. Con esta informacion, sin manipular el material, contesten: ;cuantos
y cudles triangulos escalenos pueden construir con el material?

6. Redacten un enunciado que generalice la relacion que debe existir entre la longitud de los
tres lados de un triangulo.

7.Comparen sus observaciones con el siguiente teorema.

LA DESIGUALDAD DEL TRIANGULO
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En cualquier triangulo ABC sucede que la longitud de un lado del triangulo es siempre

menor que la suma de los otros dos lados.

Figura 7
Desigualdad del triangulo.

AB+BC>AC
BC+CA>AB
CA+AB>BC

Analisis

Se desencapsula el objeto tridangulo en el proceso que le dio origen y se realizan acciones
empiricas para la construccion de diferentes figuras de tres lados, asi como para el reconocimiento

de la relacion entre las longitudes de los lados que la forman.

Con base en el material de la bolsa, sin tocarlo, se realiza la Accion empirica de conteo y
comparacion de tridngulos equilateros que es factible construir con el material. En esta parte, se
espera que las alumnas hayan construido el tridngulo equilatero como un Proceso que les permita
observar y argumentar que hay tres segmentos de cada longitud. La siguiente Accion consiste en
el conteo y la descripcion de tridngulos isdsceles que se pueden construir con el material. Se espera
que las alumnas hayan construido el tridngulo isésceles como un Proceso que les permita pensar
en relacionar dos segmentos de igual longitud con otro de longitud diferente y repetir esta accion
con diferentes segmentos del material de la bolsa, asi como registrar su respuesta. Se realiza la
Accion de construir los tridngulos propuestos con el material de la bolsa, situacion que permite
distinguir tridngulos enunciados que no se pueden construir. Se realiza la accion de verbalizar la
relacion que debe existir entre la longitud de tres segmentos con los que es posible formar un
triangulo. Esta Accion se interioriza en un Proceso cuando las alumnas pueden reconocen la
relacion entre los segmentos. Para verificar la validez de la propiedad, se realiza la accion de contar

y describir los tridangulos escalenos que se pueden construir con los segmentos, pero sin tocar el
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material. Esta accion promueve la interiorizacion en el Proceso de reconocimiento de la relacion
entre las longitudes de los tres lados de cualquier tridngulo, lo que se evidencia cuando las alumnas

llaman la propiedad por su nombre y la aplican en la solucion de problemas.

Actividad 8

Evaluacion

1. Trazaun triangulo de 5, 9 y 7 cm de lado.

2. (Cual es el perimetro de un tridngulo cuyos lados miden 3, 4 y 8 cm?

3. Traza el triangulo anterior.

4. (Pudiste trazar el triangulo?, ;por qué?

5. Cambia la longitud de uno de los lados por otro con el que si se pueda trazar un triangulo y
trazalo.

Analisis

El primer ejercicio evalta la construccion del trazo de tridngulos. Los ejercicios 2, 3y 4
consisten en realizar Acciones sobre tres segmentos de los que se conoce su longitud para
determinar el perimetro del tridangulo e intentar trazarlo. Al hacerlo, las adolescentes se percatan de
que no es posible trazar un triangulo con los tres segmentos propuestos, situacion que deben
explicar. En el ejercicio 5 se propone la modificacion de la longitud de uno de los segmentos para
tener la posibilidad de construir un tridngulo con ellos. Esta actividad promueve la reflexién sobre
la condicion que deben cumplir los segmentos para, con ellos, poder construir un tridngulo. La
propuesta de modificacion de una de las longitudes evidencia la interiorizacion del Proceso llamado
desigualdad del tridngulo. Esta propiedad se coordina con el proceso de clasificacion de tridngulos
de acuerdo con la longitud de sus lados y apoya la encapsulacion del Objeto tridangulo como una
figura cerrada de tres lados que, segun la longitud de sus lados, se clasifica en equilatero, isosceles

y escaleno, y cuyas longitudes satisfacen la desigualdad del triangulo.

FASE 11
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Actividad 1

Cuestionario de construcciones previas
1. ;Qué es un angulo?

2. (Qué es un grado?

3. (Qué es un angulo recto?

4. (Qué es un angulo llano?

Analisis

Este cuestionario tiene como objetivo evaluar las construcciones previas necesarias para la
construccion del tridngulo y sus propiedades, tomando como base el concepto de angulo. Se
requiere que los estudiantes tengan una nocion de angulo como objeto, que sepan trazar angulos y
medir su amplitud, ademas de que reconozcan angulos de 90°, 180° y 360° y los llamen por su

nombre.

Actividad 2

Traza un tridngulo con las caracteristicas mencionadas. En cada caso, decide la longitud de los

lados, mide sus angulos interiores y suma la medida de los tres angulos interiores.
a) Triangulo equilatero.
b) Tridngulo isosceles.

c) Tridngulo escaleno.

Responde: ;qué relacion hay entre la longitud de los lados de cada tridngulos y la medida de

sus angulos interiores?

Analisis
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Se desencapsula el Objeto triangulo en los elementos que le dieron origen y se realizan
Acciones de trazo de tridngulos equilatero, isdsceles y escaleno. Se desencapsula el Objeto angulo,
se realizan acciones de medicion de los dngulos interiores de los tridngulos y de observacion de la
relacion que guardan la longitud de los lados de los triangulos y la medida de sus 4ngulos interiores.
Esta Accion favorece la interiorizacion en un Proceso que reconoce la relacion entre las
caracteristicas de las longitudes de los lados de un triangulo con respecto a la caracteristica de sus
angulos en un Proceso. Las adolescentes reconoceran que un tridngulo con tres lados iguales
también tiene tres angulos iguales; un tridngulo con dos lados iguales tiene dos angulos iguales y
un triangulo con tres lados de diferente longitud tiene tres dngulos de diferente medida. Su
verbalizacién promueve la encapsulacion del Objeto triangulo como una figura de tres lados y tres

angulos interiores.

Actividad 3

Realiza las siguientes actividades.

1. Determina la medida del angulo marcado en color rojo en los ejercicios de la Figura 8.
e ;Qué relacion guarda el angulo rojo con los dngulos conocidos?

e Explica: ;como determinas el valor del angulo rojo en cada caso?

Figura 8
Grupo de figuras de la Actividad 3 incisos a), b), c) y d).

a)

b)
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d)

2. Dos angulos que suman 90° se llaman complementarios y dos angulos que suman 180° se

llaman suplementarios. Responde:

e Siun angulo mide 21°, ;cuanto mide el angulo complementario?

e Siun angulo mide 155° ;cuanto mide el angulo suplementario?

e Dados dos angulos complementarios, si sabemos que uno mide 62°, ;cuanto mide el otro
angulo?

e Dados dos angulos suplementarios, si sabemos que uno mide 33°, ;cudnto mide el otro

angulo?
Analisis
Se desencapsula el Objeto angulo en los elementos que le dieron origen. Se realizan

Acciones de reconocimiento y determinacion de la medida de un angulo a partir de la posicién que

ocupa respecto a otros angulos de medida conocida. Estas Acciones sirven de introduccion al
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concepto de angulos complementarios y suplementarios, y apoyan la determinacion de la medida

de este tipo de angulos.

Actividad 4

1. Realiza las siguientes actividades:

a) Traza dos rectas que se crucen.

b) Observa y responde: ;cuantos angulos se forman entre ellas?

¢) Mide todos los angulos y describe la relacion que observas entre ellos.

d) Dibuja otro par de rectas que se crucen y verifica si la relacion entre los dngulos es la misma

que en el primer caso.

2. Propiedad de los angulos opuestos por el vértice
La propiedad que has observado dice que "los angulos opuestos por el vértice son iguales'.
A continuacion se demostrara este resultado. En la Figura 9 hay cuatro dangulos de nombres a, b, ¢

y d, marcados de diferente color.

Figura 9

Rectas que cortan y angulos entre ellas.

Pon atencion en el siguiente razonamiento:

o ¢Cuanto suman los angulos ay b?  Argumenta tu respuesta.

o ¢Cuanto suman los angulos by ¢?  Argumenta tu respuesta.

o Como a+b=180° y b+c=180°,
Podemos afirmar quea+b =b +c.

o Sirestas b de ambos lados de la ecuacion, ;qué resultado obtienes?
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o Observa que este razonamiento no depende de las medidas de los angulos en la
figura. Esto es una demostracion matematica que garantiza que los angulos

opuestos por el vértice son siempre iguales.

2. Determina la medida de todos los dngulos que hay en la Figura 10.

Figura 10

Rectas que se cortan con dngulo conocido de 56° entre ellas.

4. Si uno de los angulos entre dos rectas que se cruzan mide 128° ;cudnto miden todos los

angulos que se forman entre estas rectas?

Analisis

Se realizan Acciones de trazo de parejas de rectas que se cortan, de medicion de los dngulos
que se forman entre ellas y de reconocimiento de la relacion entre las medidas de los angulos. La
repeticion de esta Accion facilita la observacion y descripcion de la relacion entre los angulos. Se
efectua la Accién de demostracion de la propiedad de que angulos opuestos por el vértice son
iguales. Esta Accion apoya la interiorizacion de la propiedad en un Proceso que permite a las
alumnas reconocer la igualdad de dngulos opuestos por el vértice. En los ejercicios 3 y 4 se solicita
encontrar la medida de todos los dngulos en parejas de lineas rectas que se cortan en un punto en
las cuales se conoce la medida de uno de los angulos. Para su solucion, las alumnas deben coordinar
el Proceso de angulos suplementarios con el Proceso de angulos opuestos por el vértice para

determinar la medida de los angulos buscados.

Actividad 5
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1. Utiliza una hoja de papel que puedas recortar al final del ejercicio y realiza el siguiente

procedimiento.

Traza dos rectas paralelas. Luego, dibuja una tercera recta que cruce a las dos anteriores,
recta que llamaremos secante.

(Cuantos angulos se forman entre las paralelas y la secante?

Asigna una letra a cada angulo: a, b, ¢, d, e, f, g, h.

Escribe las parejas de angulos que son opuestos por el vértice.

Corta la hoja en dos partes de manera que las rectas paralelas queden en hojas separadas.
Superposicion del papel: coloca los pedazos de papel uno encima de otro de modo que
coincidan las rectas paralelas y la secante.

Escribe los angulos que son iguales por la posicion que ocupan en cada recta paralela.
Completa las siguientes igualdades con los angulos que correspondan:

a= = = ; b= = =

Repite la actividad con otra pareja de rectas paralelas y una secante. Analiza si en la segunda
pareja se mantiene la relacion que observaste entre los angulos de la primera pareja de
paralelas y la secante.

Escribe de forma general la relacion entre los angulos que se forman en dos paralelas que

se cortan por una secante.

3. Uno de los angulos de la Figura 11 mide 65°. ;Cuanto miden todos los demas angulos?
Argumenta tu respuesta.
Figura 11

Rectas paralelas cortadas por una secante con un angulo conocido de 65°.

/

4. Determina el valor de x en la Figura 12.
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Figura 12

Rectas paralelas cortadas por una secante.

2% + 4

70"

Analisis

Se realizan las siguientes Acciones: trazo de rectas paralelas y una secante; reconocimiento
del total de angulos y de parejas de angulos opuestos por el vértice de entre ellos; de verificacion
empirica de la igualdad de los angulos correspondientes formados entre rectas paralelas y la secante
y, andlisis y registro de la relacion entre los dngulos. La repeticion de Acciones con diferentes
parejas de rectas paralelas cortadas por una secante promueve la interiorizacion en un Proceso que
permite reconocer la relacion entre todos los angulos. La solucion de los ejercicios requiere la
coordinacién de los Procesos de angulos suplementarios y angulos opuestos por el vértice en un
nuevo Proceso que reconoce la relacion entre los angulos que se forman entre rectas paralelas

cortadas por una secante.

Actividad 6

Evaluacion

1. Determina la medida del &ngulo a de los ejercicios de la Figura 13.

Figura 13
Actividad 6 Ejercicio I a) y 1 b).
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40°

75° 120°

a) b)

2. Mide los angulos interiores del tridangulo de la Figura 14.

Figura 14
Triangulo ABC.

68°

3. Determina el valor de x en los ejercicios de la Figura 15.

Figura 15

Rectas paralelas cortadas por una secante, inciso a) y b).

7x + 20

[

3x+10°

125°
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Analisis

Se realiza la actividad de evaluacion parcial del reconocimiento de la relacion de la medida
de un angulo con respecto a otros angulos, de la medicion de angulos interiores de un triangulo y
de la determinacion de las medidas de dngulos entre rectas paralelas cortadas por una secante. La
respuesta a la segunda pregunta evalta la Accion de medicion de angulos. La respuesta a la tercera
pregunta ofrece evidencia de la coordinacion de los Procesos de dngulos suplementarios y angulos
opuestos por el vértice en un nuevo Proceso que permite determinar los dngulos formados entre

rectas paralelas cortadas por una secante.

Actividad 7

—

. Para la siguiente actividad necesitas una hoja de papel, regla y tijeras.

e Traza un tridngulo de cualquier forma en una hoja.

e Mide los angulos interiores del tridngulo.

e Marca cada 4ngulo con un color diferente.

e Recorta el triangulo con cuidado.

e Traza una recta en una hoja y marca un punto sobre ella.

e Recorta los angulos del tridngulo y pégalos sobre la recta, de modo que los tres vértices
coincidan del mismo lado de la recta en el punto que marcaste.

e Observa los angulos sobre la recta y responde: ;cudnto suman los angulos interiores del
triangulo?

e (Compara tu trabajo con el de tu compafiera. ;Cuanto sumaron los dngulos interiores de su

triangulo?

5. Lasuma de los 4ngulos interiores de cualquier triangulo es 180°. A continuacion, haremos
una demostracion de esta propiedad con doblado de papel.
e Traza un triangulo en una hoja de papel y llama A, B y C a sus vértices. Recorta el
tridngulo con cuidado.

e Utiliza colores diferentes para marcar cada angulo del tridngulo.
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Figura 16

Dobla por la mitad cada lado del tridngulo para marcar los puntos medios de cada
lado. Llama D al punto medio de AB y E al punto medio de BC.

Marca con un doblez el segmento DE, de manera que el vértice B coincida con la
base AC, como en el ejemplo de la Figura 16.

Marca dos rectas perpendiculares a la base AC que pasen por los puntos medios D
y E.

Dobla el tridngulo siguiendo las perpendiculares de manera que los tres vértices

coincidan.

Triangulo doblado por los puntos medios de los lados AB y BC.

o E

Haz un dibujo de la figura que resulta al hacer los dobleces.

Justifica porque son suplementarios los tres angulos del triangulo.

Escribe la propiedad que acabamos de demostrar.

Actividad 8

Utiliza la propiedad de la suma de los angulos interiores de un tridangulo y determina la

medida de todos los 4ngulos de los tridngulos de la Figura 17.

Figura 17

Grupo de figuras de la Actividad 8 incisos a), b) y c).

a)
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b)

RN

100"

Analisis

Se realizan Acciones de trazo de tridngulos, de medicion de éangulos interiores y de
verificacion empirica de que los tres dngulos interiores de un tridngulo son suplementarios. Se
realiza la Accion de demostrar, por medio del doblado de papel, la propiedad de que los angulos
interiores de cualquier tridngulo suman 180°. Esta Accion apoya la interiorizacion en un Proceso
que permite a las alumnas utilizar la propiedad para determinar la medida de angulos desconocidos
de un triangulo. Los ejercicios propuestos requieren la coordinacion de tres Procesos; el Proceso
de la propiedad de la suma de los dngulos interiores de un tridngulo con el Proceso de angulos
opuestos por el vértice y el Proceso de angulos suplementarios, en un nuevo Proceso que se

evidencia cuando las adolescentes aplican la propiedad para la resolucion de problemas y se
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refieran a ella por su nombre. La coordinacion de estos Procesos sobre los dngulos de los tridngulos
favorece la encapsulacion del Objeto triangulo como una figura cerrada de tres lados y tres dngulos

que satisface la propiedad de la suma de los dangulos interiores de un tridngulo.

Actividad 9

Ejercicios de la guia de COMIPEMS

1. Observa la Figura 18 y de acuerdo con ella, ;cual es el valor de x?

Figura 18

Ejercicio

a) 10°
b) 40°
c) 50°
d) 59°

2. Observa la Figura 19 y de acuerdo con ella, ;cual es el valor de x?

Figura 19

Ejercicio

a) 10°
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b) 20°
c) 32°
d) 56°

2. Observa la Figura 20 y de acuerdo con ella, ;cudl es la medida de <CAD?

Figura 20

Ejercicio

3x
X +9° 2x-3°

a) 29°
b) 38°
c) 55°
d) 87°

4. Observa la Figura 21. De acuerdo con ella, ;cudl es el valor de x?

Figura 21

Ejercicio

I
X - 4° X +22°

a) 23°
b) 18°
) 12°
d)y o°



5. Encuentra el valor de x en la Figura 22.

Figura 22
Ejercicio
2x+15°/
x+7
a) 225°
b) 135°
c) 45°
d) 35°

6. Determina el valor de x en la Figura 23.

Figura 23

Ejercicio

3x +40°

5)(7

a) 2°
b) 4°
c) 5°
d) 10°
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6. Determina el valor del angulo A en el tridngulo de la Figura 24.

Figura 24

Triangulo

30°

100°

a) 20°
b) 40°
c) 50°
d) 90°

8. Determina el valor del angulo B en el tridngulo de la Figura 25.

Figura 25

Triangulo

110°

a) 150°
b) 140°
¢) 100°
d) 80°

Analisis



Se aplica una evaluacion utilizando reactivos de la Guia de estudios de CONAMAT para el
ingreso al bachillerato, con ejercicios similares a los que las adolescentes encontraran en el examen.
El proposito de esta evaluacion es indagar las construcciones realizadas por las estudiantes sobre
los conceptos de los angulos complementarios y suplementarios, los angulos formados entre rectas

paralelas cortadas por una secante, asi como la suma de los angulos interiores de un tridngulo.

FASE 111

Actividad 1

1. {Qué es un tridngulo rectangulo?
2. ;Puede un tridngulo tener dos angulos rectos? Justifica tu respuesta.

3. Determina la medida del angulo «. En cada tridngulo de la Figura 26.

Figura 26

Triangulos, incisos a) y b)

a)

b)

Analisis
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La evaluacion tiene como objetivo reconocer las construcciones previas de tridngulo
rectangulo que tienen las alumnas. Se requiere saber si las estudiantes han construido el triangulo
rectangulo como Objeto y si lo pueden coordinar con el Proceso de la suma de los dngulos interiores

de un triangulo.

Actividad 2

Resuelve el siguiente problema. Para ello, primero necesitas construir una caja. Recorta la
Figura 27, que corresponde al desarrollo plano de una caja sin tapa cuya base es un rectangulo de

7 cm por 4 cm y su altura es de 3 cm. Une los lados con cinta adhesiva.

Figura 27

Desarrollo plano de una caja sin tapa y ejemplo de caja.

El problema: En una caja, una mosca y una hormiga que estan en el punto A se desplazan al
punto B. La hormiga camina por la superficie de la caja y la mosca vuela por el aire.

e Sin hacer célculos, responde: ;quién crees que recorre una distancia menor, la hormiga o la
mosca? Explica tu respuesta.

e Explora diferentes trayectorias que puede recorrer la hormiga del punto A al punto B.
Dibuja, sobre tu caja, diferentes trayectorias.

e ;Qué distancia recorre la hormiga si decide caminar por las aristas de la caja?

e Si la hormiga decide caminar por la diagonal de la base de la caja. (Es esta trayectoria

menor o mayor que la recorre por las aristas de la caja?
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e ;Quétipo de tridngulo se forma entre la diagonal de la base y los lados del rectangulo de la
base?

e Marca el angulo recto del tridngulo.

e ;Cudl es la medida de la diagonal?

e Dibuja otra trayectoria que marque el camino de la hormiga por la diagonal de una de las
caras laterales.

e ,Queé tipo de tridngulo se forma entre la diagonal y los lados de la cara lateral de la caja?

e Marca el angulo recto del tridngulo.

e ,Cual seria la distancia recorrida en esta trayectoria?

e ;Habré una trayectoria menor a las ya marcadas?

A los tridngulos que tienen un angulo recto se les llama triangulos rectdngulos. En un tridngulo
rectangulo, llamamos catetos a los lados que forman el angulo recto e hipotenusa al lado opuesto

al angulo recto.

Analisis

Esta actividad tiene la intencion de introducir el concepto de triangulo rectdngulo. Inicia
con Acciones empiricas de construccion de una caja de base rectangular y de identificacion de
diversas trayectorias entre un vértice en la base de la caja y otro diametralmente opuesto en la parte
superior. Se realizan Acciones de dibujo de las diferentes trayectorias. Las trayectorias que
involucran diagonales de las caras representan una oportunidad para reconocer tridngulos
rectangulos y sus elementos. Por ultimo, se ejecutan Acciones de comparacion de la longitud de

diferentes trayectorias.

Actividad 3

1. Realiza la actividad con los triangulos de la Figura 28.

Figura 28

Triangulos
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» Mide los angulos interiores y escribe la medida de cada angulo.
» Mide la longitud de los lados lo mas preciso que puedas y escribe las longitudes. Eleva al

cuadrado la longitud de cada lado.

» Suma los cuadrados de los dos lados mas cortos y compara este valor con el cuadrado del
tercer lado.

» Responde: ;en qué triangulo coincide que la suma de los cuadrados de los lados menores
es igual al cuadrado del lado mayor? ;Qué caracteristica tienen los angulos de los tridngulos

que satisface la igualdad?

El tridngulo que cumple que la suma de los cuadrados de los lados menores es igual al
cuadrado del lado mayor es aquel que tiene un angulo de 90°. En todo tridngulo que tiene un angulo
de 90° se cumple que a? + b? = c?, donde a y b son los catetos y c es la hipotenusa. Esta relacion

se conoce como el teorema de Pitagoras.

2. Realiza la actividad con los triangulos de la Figura 29.

Figura 29

Triangulos

(Puedes a simple vista saber si alguno de estos tridangulos es rectangulo?
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» Mide la longitud de los lados de los triangulos y eleva al cuadrado cada lado.

» Suma los cuadrados de los dos lados mas cortos y compara el resultado con el cuadrado del
lado mayor.

» (Qué triangulo satisface la relacion anterior? Mide los angulos de los triangulos y verifica

si el triangulo indicado tiene un angulo de 90°.

Los tridngulos rectangulos satisfacen una relaciéon geométrica y una relacion aritmética, es

decir, si tenemos un tridngulo con un 4dngulo de 90° sabemos que sus lados cumplen a? + b? =
2 lado, si ] len a® + b? = ¢? pod ]

¢y, por otro lado, si tres nimeros cumplen a“ + b* = ¢ podemos asegurar que esos nimeros

son las longitudes de los lados de un tridngulo que tiene un angulo de 90°.

3. El Teorema de Pitagoras dice que en cualquier tridangulo rectangulo se satisface que “la suma

de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”.

a) Traza un triangulo rectdngulo cualquiera en una hoja. Calca y recorta 8 tridngulos idénticos
al que propusiste.

b) Escribe en cada triangulo los nombres de a, b para los catetos y ¢ para la hipotenusa.
Usaremos las letras para referirnos a los segmentos como a sus longitudes.

¢) En una hoja traza un segmento de recta que tenga de longitud (a+b) y sobre el segmento
construye un cuadrado de lado (a+b).

d) Coloca cuatro de los triangulos que recortaste sobre el cuadrado de manera que el interior
esté formado por los cuatro tridangulos y un cuadrado.

e) Argumenta por qué la figura del interior es un cuadrado.

f) Escribe el area del cuadrado de lado (a+b) en términos del area de los triangulos y el area
del cuadrado.

g) Traza otro cuadrado de lado (a+b) y coloca los triangulos de manera diferente, de forma que
se formen dos rectdngulos y dos cuadrados.

h) Escribe el drea del cuadrado de lado (a+b) en términos del area de los rectangulos y del area
de los dos cuadrados.

1) Iguala las expresiones que obtuviste en los incisos f) y h) y reduce los términos que sea

posible.
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Observa que el resultado obtenido no depende de las medidas del triangulo que hayas

propuesto.

Analisis

Se realizan las siguientes Acciones sobre triangulos: medicion de angulos y longitud de los
lados de diferentes tridngulos; se elevan al cuadrado las longitudes de los lados; se compara la suma
de los cuadrados de los dos lados menores con el cuadrado del lado mayor; se analizan las
caracteristicas de los d&ngulos de los triangulos que satisfacen la igualdad. La repeticién de Acciones
se interioriza en un Proceso en el que se reconoce que, los lados de los triangulos que tienen un

angulo recto satisfacen la relacion a? + b? = ¢? , donde a y b son los catetos y c es la hipotenusa.

Se realizan las Acciones sobre tridngulos con la intencion de determinar tridangulos con un
angulo recto, sin medir los dngulos. Estas Acciones incluyen: medicion de la longitud de los lados
de los tridngulos; elevacion al cuadrado de las longitudes de los lados; comparacion de la suma de
los cuadrados de los dos lados menores con el cuadrado del lado mayor. La igualdad se cumple en
los triangulos que tienen un angulo recto, lo cual se comprueba de manera empirica. La repeticion
de Acciones permite observar que los triangulos cuyos lados satisfacen la relaciéon a? + b? = c?

tienen un angulo recto.

Se realiza la Accion de la demostracion del teorema de Pitagoras utilizando la equivalencia
de areas. Esto promueve la interiorizacion del teorema en un Proceso en el cual las alumnas asocian
a los tridngulos rectingulos la propiedad algebraica de a? + b? = c? y reconocen que si tres
niimeros satisfacen a® + b? = c?, entonces estos niimeros pueden ser las longitudes de los lados

de un tridngulo rectangulo.
Actividad 4
1. Determina el valor del lado que falta en el triangulo rectangulo de la Figura 30.

a)

Figura 30
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Triangulo rectangulo.

b) (Cuanto mide la hipotenusa de un tridngulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm?

b) (Cual es la altura del asta bandera (h) en la Figura 31?

Figura 31

Triangulo que representa el asta bandera.

2. Desde la altura de la azotea de un edificio se observa a una persona que se dirige hacia la
puerta. Suponiendo que la distancia visual de la persona desde el edificio es de 80 m y se encuentra
a una altura de 44 m, ;ja qué distancia se encuentra del edificio?

a) 59.3 m

b) 66.8 m

c)74.4m

d) 82.3 m

e)94.1m

3. Determina la altura de un tridngulo rectangulo cuya area es de 9 cm? y la base mide la mitad

de la altura.
a)h=1.5
b) h=3.0
c)h=4.5
d)h=6.0
e)h=9.0
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Analisis

Los ejercicios presentan triangulos rectangulos de diferentes formas, tamafios y posiciones.
En el inciso A) del primer ejercicio, las alumnas realizan Acciones que empiezan por identificar
los elementos de los tridngulos rectangulos y aplicar a ellos el teorema de Pitagoras para determinar
la longitud de uno de los lados al sustituir los elementos en la relacion a® + b? = c2. En el inciso
b), las alumnas deben aplicar Acciones a un triangulo sin referencia visual explicita, para ello,
pueden trazar el tridngulo y ubicar los elementos conocidos o bien pueden imaginar el tridngulo y
aplicar el teorema de teorema de Pitagoras. Esto daria evidencia de la interiorizacion del Proceso
tridngulo rectangulo y el Proceso del teorema de Pitagoras. La interiorizacion también se fortalece
con la solucidn de los tltimos ejercicios, los cuales estan inscritos en un contexto. Las alumnas
deben coordinar el Proceso de triangulo rectangulo y el Proceso de teorema de Pitagoras para poder

resolver los problemas.

Actividad 5

Evaluacion

1. Determina la longitud de los segmentos AB, CD y EF de la Figura 32.

Figura 32

Segmentos

1 unidad
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2. (Cuanto mide la hipotenusa de un triangulo rectdngulo cuyos catetos miden 5 y 12 unidades

respectivamente?

3. Un tridngulo rectangulo tiene una hipotenusa de 25 cm y un cateto de 7 cm. ;Cuanto mide el

otro cateto?

Analisis

Se realiza la evaluacion de la construccion del tridngulo rectangulo y sus elementos. El
ejercicio 1 brinda la oportunidad de reflexionar sobre como medir la longitud de un segmento que
no sea horizontal ni vertical. Se espera que las alumnas identifiquen que, para determinar la
longitud de una diagonal, es posible construir un tridngulo rectangulo auxiliar y aplicar el teorema
de Pitdgoras. Este ejercicio apoya la encapsulacion del Objeto tridngulo rectdngulo como una figura
con tres lados y tres angulos, uno de ellos recto, cuyas longitudes de los lados satisfacen la relacion
a® + b? = c? conocida como el teorema de Pitagoras. Por su parte, los ejercicios 2 y 3 favorecen
la encapsulacion del Objeto tridngulo rectangulo y la interiorizacion del teorema de Pitdgoras como
un Proceso. Las respuestas de esta evaluacion podrian proporcionar evidencias de la encapsulacion
del Objeto tridngulo rectangulo. Ademas, la aplicacion del teorema de Pitdgoras para determinar el
lado faltante en cada caso da evidencia del avance de la nocion del teorema de Pitdgoras como

Proceso.
Fase IV:
Relaciones entre triangulos: Congruencia
Actividad 1
La Figura 33 presenta una bolsa con triangulos de fomi de diferentes tamafios y formas.

En la bolsa viven diferentes familias de triangulos, realiza con ellos la siguiente actividad:

e (lasifica los tridngulos en familias y describe el criterio que utilizaste en la clasificacion.
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e Busca tridngulos gemelos en las familias que clasificaste. Explica, ;en qué se parecen los
tridngulos gemelos? ;Como son los lados entre dos triangulos gemelos? ;Como son los

angulos entre dos tridngulos gemelos?

Figura 33

Triangulos de fomi de diferentes formas, tamarios y colores.

Analisis

La actividad 1 sirve como introduccion al concepto de congruencia, en ella se realizan
Acciones empiricas de clasificacion de tridngulos, de identificacion de “triangulos gemelos” y de
comparacion de los lados y angulos de estos triangulos. La intencion es reflexionar sobre triangulos

que tienen lados y angulos iguales.

Actividad 2

Observa los tridngulos de la Figura 34. ;Son tridngulos gemelos?

Figura 34

Triangulos.
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Comprueba tu respuesta:
e Recorta la pareja de tridngulos y verifica si son gemelos.

e Mide los lados y los angulos de ambos triangulos. ;Cémo son las longitudes de los lados

de los dos triangulos entre si? ;Como son los angulos de los dos tridngulos entre si?

En los tridngulos gemelos hay una correspondencia entre vértices, lados y angulos. Escriban la

correspondencia entre vértices, lados y angulos de los tridngulos ABC y EFG.

Definicion: Deos triangulos se llaman congruentes si los lados y los angulos

correspondientes son iguales.
Analisis
Con la idea de introducir el concepto de correspondencia entre los elementos de dos
triangulos congruentes se realizan las siguientes Acciones: identificacion de “triangulos gemelos”;
verificacion empirica de la relacion entre los lados y los dngulos de los “tridngulos gemelos”, ya
sea por superposicion o por medicion de lados y de angulos y reconocimiento de la correspondencia

entre los vértices, lados y angulos de los tridngulos.

Actividad 3

La actividad se realiza en grupo. En cada caso, tracen un tridangulo que cumpla con las

condiciones establecidas:
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a) Cada persona propondra la longitud de un segmento , , . Dibujen el

triangulo que tenga esos tres segmentos como lados. Luego, comparen los tridngulos

que han dibujado. ;Son congruentes? Midan los angulos y verifiquen su congruencia.

b) Dibujen un tridngulo que tenga dos lados con longitudes de 6 y 11 cm, donde el angulo
entre ellos sea de 35°. ;Son congruentes los tridngulos que dibujaron? Midan los lados

y angulos que faltan y verifiquen su congruencia.

¢) Dibujen un tridngulo que tenga un lado de 9 cm, un angulo de 48° en un extremo y un
angulo de 100° en el otro. ;Son congruentes los triangulos que dibujaron? Midan los

lados y angulos que faltan y verifiquen su congruencia.

Para comprobar la congruencia de dos tridngulos, podemos recurrir a atajos conocidos como
“criterios de congruencia de tridngulos”. Uno de estos criterios, denominado lado-lado-lado
establece que “si los lados correspondientes de dos triangulos son iguales, entonces los triangulos
son congruentes”. Esto significa que, si conocemos que dos triangulos tienen sus tres lados iguales,
podemos afirmar sin necesidad de medir que los tres dngulos también son iguales. Los otros dos
criterios de congruencia son: lado-dngulo-lado y angulo-lado-angulo. A continuacién se realizan

ejercicios de las Guias de COMIPEMS.

1.Teorema mediante el cual los tridngulos de la Figura 35 son congruentes.

Figura 35

Triangulos.

oz 260 B A= 56° a=28° 8 p =56

a) ALA
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b) LLL
¢) LAL
d) AAA

2. Teorema mediante el cual los tridngulos de la Figura 36 son congruentes.

Figura 36

Triangulos.

57°

o 3.4 o
76 47 76° 3.4

a) ALA
b) LLL
¢) LAL
d) AAA

Analisis

Esta actividad tiene la intencion de introducir la nocion de criterios de congruencia de
triangulos. Se realizan las siguientes Acciones: trazo de tridngulos que cumplen ciertas
condiciones, comparaciéon de parejas de tridngulos trazados para reconocer aquellos que son
congruentes y definicion de los criterios de congruencia de tridngulos. Las Acciones promueven la
interiorizacion de la congruencia de tridngulos en un Proceso. Se presentan dos ejercicios de las

guias de estudio para la preparacion del examen de ingreso al bachillerato.

Actividad 4

Realiza el siguiente procedimiento:
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e Trazaun segmento y llama AB a los extremos.

e Traza una circunferencia con centro en A y radio AB.

e Traza otra circunferencia con centro en B y radio AB.

e Marca las intersecciones de las dos circunferencias que trazaste en los incisos anteriores.

e Une los puntos de interseccion con una recta. La recta que trazaste se llama mediatriz. La
mediatriz de un segmento es la recta que pasa por el punto medio del segmento y es
perpendicular a este.

e Llama O al punto donde la recta corta al segmento AB.

e Marca un punto cualquiera sobre la mediatriz y lldmalo R. Traza los segmentos AR y BR.

Mide sus longitudes. ;Como son estos valores?

Demostraremos ahora que cualquier punto sobre la mediatriz esta a la misma distancia de
los extremos del segmento AB.

e Observa que se forman dos triangulos: ARO y RBO. Queremos demostrar que el lado AR
es igual al lado RB; para ello, demostraremos que los tridngulos ARO y RBO son
congruentes.

e Demostracion:

» AO=0B porque la definicion de mediatriz menciona que pasa por el punto medio
del segmento.

> Angulo AOR = Angulo ROB =90° porque la definicion de mediatriz enuncia que es
una recta perpendicular al segmento.

> OR es un lado comun.

Por lo tanto, por el criterio de LAL podemos afirmar que los triangulos ARO y RBO son
congruentes, es decir que todos sus lados y dngulos son iguales. En particular, el lado AR=RB que
es lo queriamos demostrar. La demostracion se puede aplicar para cualquier punto de la mediatriz,
por lo que podemos afirmar que los puntos de la mediatriz de un segmento equidistan de los

extremos del segmento.

Analisis
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Se realizan las siguientes Acciones: trazo de mediatriz de un segmento; verificacion
empirica de que los puntos de una mediatriz equidistan de los extremos del segmento y
demostracion de la propiedad. Estas Acciones se realizan de manera conjunta entre las alumnas y
la maestra y promueven la interiorizacion de la congruencia entre dos tridangulos en un Proceso que

se evidencia al aplicar los criterios de congruencia en la resolucion de problemas.

Actividad 5

Evaluacion

1. Explica: ;qué es la congruencia de tridngulos?
2. ;Cuales son los criterios de congruencia de triangulos y para qué sirven?

3. Teorema mediante el cual los tridngulos de la Figura 37 son congruentes.

Figura 37

Triangulos.

= 35°

4

\/ -

4. Encuentra el valor que representa x en cada triangulo de la Figura 38.

Figura 38
Grupo de triangulos de la Actividad 5 inciso 4 a), b) y c¢).

a)
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b)

140°

Analisis
Se aplica una evaluacion sobre la construccion de la congruencia de tridngulos y los criterios
de congruencia de tridngulos. También se presentan ejercicios que evaliian la construccion y
coordinacion de los Procesos del teorema de Pitdgoras, suma de angulos opuestos por el vértice y

angulos suplementarios.
Relaciones entre triangulos: Semejanza
Actividad 1
Realiza las siguientes actividades, con el material con los tridngulos de fomi de diferentes
tamafios, formas y colores que se presenta en la Figura 39.

1. Clasifica el material de la bolsa en familias de tridangulos que tengan tres angulos iguales.

2. Describe como se ven los triangulos de una misma familia.
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3. Selecciona dos tridngulos de una misma familia que no sean congruentes y calcalos en una
hoja.

4. Mide los lados de ambos tridngulos. Escribe las medidas sobre cada lado.

5. Escribe las razones entre las longitudes de los lados correspondiente y comparalas. ;Las
razones forman una proporcion?

6. Repite la actividad con otra pareja de triangulos que tengan los tres angulos iguales.

Figura 39

Triangulos de fomi de diferentes formas, tamarios y colores.

Definicion: Dos tridngulos que tienen sus tres angulos iguales y sus lados proporcionales
se llaman semejantes. Los triangulos de la Figura 40 son semejantes. Para referirnos a ellos

utilizamos la notacion ABC ~ A'B’C’.

Figura 40

Triangulos semejantes.

Analisis

Como introduccién al concepto de semejanza, en la Actividad 1 se realizan Acciones

empiricas de comparacion de tridngulos en términos de sus angulos; después, se realizan las
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Acciones de medicion de la longitud de los lados y comparacion de las razones entre los lados
correspondientes para verificar que forman una proporcién. La repeticion de Acciones promueve

el reconocimiento de que dos tridngulos que tienen angulos correspondientes iguales también
tienen lados proporcionales.

Actividad 2

1. Determina si los tridngulos de la Figura 41 son semejantes.

Figura 41

Triangulos Actividad 2 Ejercicio 1 Incisos a) y b)

(Qué angulos son iguales en los triangulos de la ilustracion?

Verifica si las razones entre los lados correspondientes forman una proporcion.

Mide los angulos y los lados que faltan y comprueba si los triangulos son semejantes.
b)

Verifica si las razones entre los lados correspondientes de los triangulos forman una
proporcion.
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e Mide los angulos de los dos tridngulos. ;Cémo son las medidas de los éangulos
correspondientes entre si?
e /Son semejantes los tridngulos?

Para comprobar la semejanza de dos tridangulos podemos utilizar atajos que se conocen
como “criterios de semejanza de tridngulos”. Uno de ellos dice que “si los lados correspondientes
de dos triangulos son proporcionales, entonces los triangulos son semejantes”. Esto quiere decir
que, si sabemos que dos tridngulos tienen sus tres lados proporcionales, entonces podemos afirmar
que los angulos también son iguales. Los otros dos criterios de semejanza son: lado proporcional-
angulo-lado proporcional y &ngulo-angulo. Nos referimos a los criterios de semejanza como
L,L,L,, L,AL,, AA.

2. Determina si las parejas de triangulos de la Figura 42 son semejantes. Justifica tu respuesta

en cada caso.

Figura 42
Triangulos Actividad 2 Ejercicio 2 Incisos a) y b).

a)

65°
65°

b)

-

35” 527

3. A partir de la informacion de los triangulos de la Figura 43, determina la medida de los

lados y los angulos que faltan.
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Figura 43
Triangulos Actividad 2 Ejercicio 3.

3
35°

2 100° 6

100°

e ;Son semejantes los triangulos? ;Qué criterio de semejanza justifica tu respuesta?

e Escribe las razones de los lados correspondientes y encuentra la longitud del lado que falta.

Analisis

Esta Actividad tiene el propdsito de introducir los criterios de semejanza de tridngulos. Se
realizan Acciones de medicion de lados y angulos. Con informacion parcial de dos triangulos, se
realizan Acciones de verificacion de que razones iguales entre lados correspondientes de dos
triangulos implica que los tridngulos también tienen angulos correspondientes iguales, lo que
permite determinar que los tridngulos son semejantes. De igual forma, se afirma que dos tridngulos

con tres dngulos iguales también tiene lados proporcionales.

Los ejercicios 2 y 3 buscan facilitar la interiorizacion de la semejanza de tridngulos como
un Proceso. En estos ejercicios, las alumnas deberan coordinar el Proceso de tridngulos semejantes
con el Proceso de la suma de los dngulos interiores de un triangulo. El tercer ejercicio evidencia la
construccion de la semejanza como Proceso, ya que serd necesario determinar la semejanza de los
triangulos utilizando la informacion parcial del problema, plantear la proporcion entre los lados

correspondientes y emplearla para calcular el valor que falta.

Actividad 3

En la siguiente actividad, mediremos la altura de un arbol del jardin. Realiza lo siguiente:
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e Dibuja el arbol y su sombra. También haz un dibujo tuyo y de tu sombra.
e ;Qué tipo de triangulos se forman en los dibujos?

e ;Son semejantes los tridngulos dibujados?

e ;Qué criterio de semejanza justifica tu respuesta?

e ;Puedes medir la altura del arbol?

e Mide la sombra del arbol y tu sombra. Escribe estos datos sobre el dibujo.
e Escribe tu estatura en el lugar correspondiente.

e Plantea las razones entre los lados y determina la altura del arbol.

Analisis

Se realiza la Accién empirica de medicion de la altura de un arbol del jardin mediante la
medida de elementos relacionados con triangulos que estan al alcance de las adolescentes. Para ello
las adolescentes desencapsulan el Objeto triangulo rectangulo en los elementos que le dieron
origen. Aplican Acciones para determinar la semejanza entre el tridngulo rectangulo formado por
el arbol y su sombra en el piso con el tridngulo formado por una adolescente y su sombra en el
piso. Estas Acciones pueden apoyar la interiorizacion de la semejanza de tridngulos como un

Proceso y la resolucion de la actividad puede ser evidencia de ello.

Actividad 4

Resuelve los siguientes ejercicios tipo del examen de COMIPEMS.

1. Los tridngulos de la Figura 44 son semejantes, ;cual es el valor del lado MO?

Figura 44

Triangulos.
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a) 9
b) 12
c) 14
d) 16

2. Si los triangulos de la Figura 45 son semejantes, encuentra el valor del segmento BC.

Figura 45

Triangulos.

a) 42
b) 35
c) 28
d) 7

3. Si los triangulos de la Figura 46 son semejantes, determina el valor de x.

Figura 46

Triangulos.
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a) 9
b) 12
c) 15
d) 18

Analisis

Se resuelven ejercicios tipo del examen de COMIPEMS con los que se espera que las alumnas
demuestren la construccion del concepto de triangulos semejantes como un Proceso. Esto se puede
evidenciar cuando las adolescentes realizan Acciones de reconocimiento de que los lados
correspondientes de los tridngulos son proporcionales, y del establecimiento de las proporciones

necesarias para determinar el valor buscado en cada ejercicio.

Actividad 5

Evaluacion

1. Construye un mapa conceptual con los conceptos sobre el tridngulo que hemos estudiado

hasta el momento.

2. Determina el valor de x en los ejercicios de la Figura 47.

Figura 47
Grupo de figuras de la Actividad 5 Ejercicio 2 Incisos a), b), ¢), d) y e)

a)
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b)

d)
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Analisis

En la primera parte de esta Actividad se aplica una evaluacion para valorar, mediante la
elaboracion de un mapa conceptual, los conceptos que las adolescentes han construido y las
relaciones entre ellos. En la segunda parte, se evaltan las construcciones del Proceso de suma de
angulos interiores de un tridngulo y el Proceso de angulos suplementarios, asi como su
coordinacion, también se evalua la construccion del teorema de Pitdgoras y la semejanza de

triangulos.

Relaciones entre triangulos: Razones trigonométricas

Actividad 1

1. Traza un tridngulo rectangulo en una hoja de papel (sugerencia: que sea de tamafio grande).

2. Calcalo en otra hoja y recorta uno de ellos.

3. Divide el tridngulo que recortaste en dos tridngulos que sean semejantes.

4. Explica por qué son semejantes los tridngulos que cortaste.

5. Responde verdadero o falso y explica tu respuesta: “todos los tridngulos rectingulos son
semejantes”.
Actividad 2

1. Observa los triangulos ABC, AHI, AFG y ADE de la Figura 48.
2. ¢Son semejantes los tridangulos ABC y AGF? Argumenta tu respuesta.

3. (Son semejantes los triangulos ABC y ADE? Argumenta tu respuesta.

Figura 48

Triangulos.
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A D F H B

Como los triangulos ABC = AHI =~ AFG = ADE son semejantes, se cumple que los lados

son proporcionales.

4. Completa las siguientes proporciones:

BC _ _FG _DE
AB  AH -
CB_HI
AC  AE
AB _AH FG _
AC -

5. Mide los segmentos y encuentra el valor de cada proporcion.

Analisis

La primera Actividad tiene como objetivo introducir de manera ludica el concepto de
semejanza de tridngulos en tridngulos rectangulos. Comienza con Acciones empiricas de trazo de
un tridangulo rectangulo y de la division, de este, en dos tridngulos que sean semejantes al original.
En la siguiente Actividad se realizan Acciones de comparacion entre triangulos rectangulos para
determinar la semejanza entre ellos, la argumentacion de las propiedades que sustentan dicha

semejanza y de la escritura de las razones entre lados correspondientes de tridngulos semejantes.

Actividad 3
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1. Marca el cateto opuesto al &ngulo a de los triangulos de la Figura 49.

2. Marca el angulo que es opuesto al cateto sefialado en cada triangulo de la Figura 50.

Figura 49

Triangulos.

Q

Figura 50

Triangulos.

3. Al cateto que no es opuesto a un dngulo se le llama cateto adyacente. Marca el cateto adyacente

al angulo « en cada triangulo de la Figura 51.

Figura 51

Triangulos.
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Analisis

En esta Actividad se desencapsula el Objeto triangulo rectangulo en los elementos que

le

dieron origen. Con estos, se realizan Acciones que permiten reconocer la posicion de los catetos

en relacion con uno de los dngulos agudos. De esta manera, se asigna un nombre especifico a cada

cateto de acuerdo con su ubicacion. Estas Acciones se interiorizan en el Proceso que identifica los

catetos opuesto y adyacente en relacion con uno de los angulos agudos del tridngulo y que

evidencia cuando las alumnas se refieren a estos elementos por su nombre.

Actividad 4

Sea el angulo en el vértice A de la Figura 52. Se define:

cateto opuesto

Seno del angulo A como sen A = —
hipotenusa

cateto adyacente

Coseno del angulo A como cos A = ;
hipotenusa

cateto opuesto

Tangente del angulo A como tan 4 =
cateto adyacente

SC

1. Escribe las siguientes razones trigonométricas del angulo correspondiente de la Figura 52.

Figura 52
Triangulo ABC.
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Sen A =

Cos A =

Tan A =

Sen B =

Cos B =

Tan B =

2.Determina el valor del seno, el coseno y la tangente de los angulos de la Figura 53.

Figura 53
Triangulo ABC.
B
6
3
A
c 5.2

Angulo Seno Coseno Tangente

A

B
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3.Completa la tabla con el valor de cada razon trigonométrica de la Figura 54.

Figura 54
Triangulo POR.

Angulo Seno Coseno Tangente

Analisis

En esta Actividad, se desencapsula el Objeto tridngulo rectangulo en los elementos que le
dan origen. Se aplica la Accion de reconocimiento de los elementos del tridangulo y de la asignacioén
del nombre de los lados en relacion con uno de los angulos agudos. Se realiza la Accidn de escribir
las razones trigonométricas entre los lados del tridngulo. La repeticion de Acciones promueve la
interiorizacion del Proceso de razdén trigonométrica, lo cual se evidencia cuando las alumnas

identifican las razones por su nombre.

Actividad 5

1. Determina el valor de x del triangulo de la Figura 55.

Figura 55

Triangulo.
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20°

e ,Qué razon trigonométrica relaciona el cateto opuesto y la hipotenusa?
e Sustituye los datos del problema en la razoén que escribiste.
e Encuentra el seno de 20° en la tabla de las razones trigonométricas y reemplaza el valor.

¢ Resuelve la ecuacion y determina el valor de x.

2. Determina la medida de los lados y los angulos que faltan en el tridngulo de la Figura 56.

Figura 56

Triangulo.

42°

e Determina la medida de los angulos que faltan.

e Llama x al cateto que falta. ;Qué razon trigonométrica relaciona el angulo de 42° con el
cateto de longitud 6 y el cateto que falta?

e Sustituye la informacion del problema en la razon correspondiente. Busca en la tabla de las
razones trigonométricas el valor de la razoén propuesta y determina el valor del cateto que
falta.

e Por tltimo, encuentra la longitud de la hipotenusa. Explica tu procedimiento.

3. Determina el valor de x del triangulo de la Figura 57.

Figura 57

Triangulo.
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o

30°

e ;Qué razén trigonométrica relaciona el cateto opuesto y la hipotenusa?
e Escribe la informacion del problema en la razon que escribiste.
e Encuentra el seno de 30° en la tabla de las razones trigonométricas.

e Determina el valor de x.

4. El triangulo de la Figura 58 representa la altura (h) de un asta bandera. Con la informacion del

problema determina, ;cual es la altura (h) del asta bandera?

Figura 58

Triangulo.

h =altura

5. El tridngulo de la Figura 59 representa una escalera de 8.5 metros de longitud apoyada en una

pared, ;qué altura alcanza sobre la pared si forma con el suelo un angulo de 56°?

Figura 59

Triangulo.
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56°

Analisis

Los ejercicios de la Actividad 5 representan una oportunidad para utilizar las construcciones
mentales relacionadas con las razones trigonométricas. Para empezar las alumnas desencapsulan
el Objeto tridangulo rectangulo en los elementos que le dieron origen. Después, se realizan Acciones
enfocadas en la determinacion de las razones trigonométricas que relacionan los elementos que
constituyen cada ejercicio, de localizacion del valor numérico de la razén trigonométrica en una
tabla y de la determinacion mediante operaciones algebraica del valor buscado. La repeticion de
Acciones promueve la interiorizacion de las razones trigonométricas en un Proceso que permite a
las adolescentes determinar elementos desconocidos de un tridngulo y se evidencia cuando se

aplica en la resolucion de problemas.

3.4.4 Examen de evaluacion de conocimientos

1. (Cuadl es el valor del angulo H en el tridngulo de la Figura 60?

Figura 60

Triangulo

2. Determina el perimetro del tridangulo ABC de la Figura 61 y explica tu procedimiento.

Figura 61
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Triangulo

3. Los triangulos ABC y CDE de la Figura 62 son semejantes y solo se conoce la medida de

3 lados. Determina la medida de todos los lados de triangulo.
Figura 62

Triangulos semejantes

4. Determina las razones trigonométricas del angulo A del tridngulo de la Figura 63.
Figura 63

Triangulo

5. Siel coseno del angulo A es 3/5, ;cual es el valor del seno del mismo angulo?

Analisis
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Se aplica una evaluacion general que valora las construcciones realizadas por las
adolescentes sobre los conceptos de suma de angulos interiores de un tridngulo, angulos
suplementarios, teorema de Pitdgoras, semejanza de tridngulos y razones trigonométricas. También

se valora la coordinacion y las relaciones construidas entre estos conceptos.

3.4.5. Examen evaluacion post-COMIPEMS

a) Traza un cuadrado de 4 cm de lado y llama A, B, C y D a los vértices.
b) Traza la diagonal BD.

c) Respecto a sus lados ;Qué tipo de triangulo es BCD?

d) (Cuadl es el perimetro del triangulo BCD?

e) (Cuanto miden sus tres angulos interiores?

f) (Cuél es el seno del angulo B?

g) ¢Cudl es la tangente del angulo D?

Analisis

La evaluacion pretende evaluar la construccion de la clasificacion de tridngulos con respecto a
sus lados y sus angulos. Si las adolescentes reconocen el triangulo isésceles y el tridngulo
rectangulo podria ser evidencia de la construccion Accidn, sin embargo, si reconocen que el
triangulo tiene dos angulos iguales podria ser evidencia de la construccion Proceso. También se
indaga la construccion del Objeto tridngulo rectdngulo y el Proceso teorema de Pitdgoras, al igual

que la construccidon Accidn de las razones trigonométricas.

3.5. Recoleccion y analisis de datos

El andlisis de esta investigacion se enfoca en dos aspectos: por un lado, la exploracion de la
construccion del conocimiento matematico a través del marco teérico APOE, y por otro, la
investigacion de los elementos contextuales que podrian influir en el aprendizaje de las
matematicas y en el desarrollo de las sesiones.

Los instrumentos de recoleccion de datos incluyen:
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o Entrevistas semiestructuradas: Se realiz6 una entrevista inicial de 60 minutos
con ambas adolescentes, cuyo proposito fue determinar los elementos contextuales de la
vida de las adolescentes que pueden influir en su aprendizaje. Ademas, se realizaron dos
entrevistas de 90 minutos con directivos y pedagogos de la casa hogar para entender el
encuadre de la institucion, el contexto y la trayectoria de vida de la poblacion de estudio.
Por ultimo, se aplicd una entrevista a las adolescentes seis meses después de la intervencion,
con el proposito de indagar qué estructuras mentales de los conceptos abordados en las
sesiones habian construido. Por tltimo, seis meses después de la intervencion se realizé una
entrevista de 30 minutos a cada adolescentes. El guion de las entrevistas se presenta en el

Anexo 2.

J Observacion de clase: Esta observacion se enfoco en recoger informacion no
solo sobre los aspectos pedagdgicos asociados al marco teorico, sino también sobre los
elementos contextuales que surgieron durante la intervencion y las interacciones entre las

adolescentes y con la docente.

o Documentos escritos: Este grupo comprende los documentos de trabajo de
las adolescentes, que incluyen los ejercicios y evaluaciones realizados durante todo el
proceso de ensefianza. Ademads, incluye un escrito que sirve como biografia matematica,
que se aplico al inicio de la intervencion donde las adolescentes escribieron de su puiio y

letra su relacion con las matematicas y la percepcion de sus habilidades en esta area.

o Audios y transcripcion de las sesiones de trabajo: Las grabaciones se
analizaron a través de la escucha atenta y posterior transcripcion, lo que permitié una

revision detallada de las interacciones y de los procesos de aprendizaje.

o Exéamenes: Se aplicd un examen al inicio de la intervencion para evaluar los
conocimientos sobre tridngulos de las participantes. El mismo examen se aplico al final de
la intervencién para comparar las construcciones mentales evidenciadas por las

adolescentes al final del proceso. Ademas, durante la visita realizada seis meses después de
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la presentacion del examen de ingreso al nivel medio superior se aplicoé una evaluacion a

las adolescentes para valorar las estructuras construidas durante la intervencion.

El analisis de los datos busca una comprension integral del proceso de aprendizaje,
destacando las interrelaciones entre la vulnerabilidad y el aprendizaje matemadtico de las
adolescentes. Para lo anterior, la sistematizacion de los datos se realiz6 de la siguiente manera: las
sesiones y entrevistas transcritas fueron analizadas a través de un proceso de triangulacion entre la
investigadora y los asesores, con la finalidad de lograr un consenso interpretativo. Este proceso
implicé cruzar la lectura de las transcripciones con la informacion de los documentos escritos para
identificar evidencias de posibles construcciones mentales. Ademas, se consideraron los elementos
contextuales presentes en el entorno del aula, en las dinamicas de interaccion entre las adolescentes
y en los conocimientos previos contemplados en la Descomposicion Genética y que resultan
fundamentales para la realizacion de las actividades. En esta parte se incluyd la informacion

recopilada de las entrevistas tanto a las adolescentes como a los directivos de la casa hogar.

Las adolescentes que trabajan en la sesion son la unidad de analisis. Se establecieron dos
categorias de analisis: por un lado, las estructuras y mecanismos mentales segun la teoria APOE,
para lo que el analisis se concentrd en el ambito cognitivo. Por otro, las interferencias que surgieron
durante la implementacion de las actividades, las cuales se analizaron mediante una metodologia
cualitativa. Identificar la relacion entre ambas categorias tiene como finalidad poner de manifiesto
los posibles obstaculos en el aprendizaje de las matematicas que se derivan de la vulnerabilidad.
El objetivo es comprender a las personas en su contexto, reconociendo que la actividad que realizan

y el contexto son inseparables.

La relacién entre la construccion de conceptos matematicos y los elementos del contexto
de vulnerabilidad de las adolescentes que viven en casas hogar, se manifiesta en una serie de
obstaculos que dificultan la participacion activa en las actividades disefiadas a partir de la
Descomposicion Genética. Durante el desarrollo de las sesiones, se identificaron elementos que
llamamos interferencias, las cuales alteran o interrumpen el desarrollo previsto de las actividades
matematicas. El andlisis de estas interferencias busca revelar posibles obstaculos en el aprendizaje
matematico de adolescentes de poblaciones en situacion de vulnerabilidad. Si bien la

Descomposicion Genética permite modelar hipotéticamente la construccion del conocimiento

96



matematico, en la practica las interferencias muestran desviaciones respecto del camino hipotético

previsto y son elementos que modifican el proceso de construccion cognitiva.

Investigaciones previas han abordado cémo las interacciones sociales pueden actuar como
facilitadoras o bloqueadoras de la participacion estudiantil (Planas, 2002). En el caso de estudiantes
en situacion de vulnerabilidad, las interferencias pueden ser la expresion de conflictos afectivos o
emocionales que surgen en el aula, y que estan vinculados con su contexto. Para Van Dijk et al.
(1997), las diferencias culturales pueden originar conflictos comunicativos que afectan la
participacion. Las interferencias observadas pueden también ser entendidas como interrupciones
emocionales, en el sentido que plantea Mandler (1984), es decir, como la no finalizacion de una
accion iniciada debido a discrepancias entre lo esperado y lo percibido. Planas (1999) mostro que
los alumnos con identidades sociales marcadas por la exclusion tienden a mostrar su no

participacion de manera explicita, lo que se manifiesta como interrupciones del aprendizaje.
Para realizar este andlisis, se clasificaron las interferencias en tres categorias principales:

1. Conocimientos previos, que generan barreras para construir nuevos conceptos.
2. Entorno del aula, interrupciones externas por diferentes causas, entre ellas dindmicas
institucionales propias del encuadre de la casa hogar.

3. Interacciones entre adolescentes, que incluyen conflictos interpersonales.
Tabla 1

Categorias de interferencias e indicadores observables para su analisis e interpretacion.

Categoria Descripcion Indicadores observables
Conocimientos previos Dificultades relacionadas con - Dificultad para reconocer
vacios, fragmentacion 0 concepto previos necesarios
construcciones previas para la actividad.
erroneas. - Falta de habilidades
motrices requeridas para el

desarrollo de las actividades.
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- Uso inapropiado de
términos matematicos.
Entorno del aula Condiciones materiales, - Interrupciones frecuentes por

ambientales o institucionales encuadre de la casa hogar.

que afectan la concentracion o - Discontinuidad de las
continuidad. sesiones: ausencias o llegadas
tardias.
Interacciones entre Dindmicas  sociales que - Comentarios despectivos o
adolescentes influyen en la participacion, agresivos entre pares.

que incluyen conflictos o Dificultad para trabajar

alianzas. colaborativamente.

La Tabla 1 presenta las categorias, su descripcion y los indicadores; estos ultimos nos
ayudan a comprender los elementos del contexto que se estan observando para el andlisis y nos
facilitan la interpretacion de un elemento como interferencia. Las categorias no son mutuamente

excluyentes, una misma interferencia puede emerger como combinacion de varios factores.

Como ya se ha sefialado anteriormente, la gestion docente juega un papel clave como nexo
entre los &mbitos afectivo y cognitivo, de manera que asegura la creacion de un ambiente propicio
para la adquisicion de conocimientos matematicos. En este sentido, la gestion docente se refiere a

las estrategias utilizadas para mitigar las interferencias y promover el aprendizaje.

Por ultimo, dado que la poblacion de estudio estd compuesta por adolescentes en situacion
de vulnerabilidad, se garantizd6 el cumplimiento de principios éticos que incluyen: el
consentimiento informado por parte de las participantes y/o responsables legales; la
confidencialidad y el anonimato en el manejo de datos personales; el respeto y cuidado en la
recopilacion y andlisis de la informacion. En este sentido, se presenta en el Anexo 1 el
consentimiento por escrito que otorgd la casa hogar, en el cual se autoriza la realizacion del trabajo

de campo con las adolescentes que alli residen.

3.6. Trayectorias de vida
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Para situar el aprendizaje de las matematicas en un contexto mas amplio en la vida de las
adolescentes, se reconstruyeron las trayectorias de vida. Estas permiten analizar la experiencia
individual y colectiva para buscar patrones comunes y diferencias. Las trayectorias se refieren “a
procesos longitudinales asociados a la edad conformados por una serie de transiciones o
acontecimientos cruciales en la vida de las personas, los cuales permiten observar el modo en que
dichas transiciones se van concatenando y van definiendo la trayectoria especifica de la persona,
grupo o cohorte analizado, en un periodo de tiempo mayor” (Berrio, 2014, p. 214). De este modo
las trayectorias se reconstruyen a partir de la informacién vertida en las entrevistas con las
adolescentes, con las pedagogas y la directora de la casa hogar. Las trayectorias de vida brindan
informacion clave sobre la vida de las adolescentes. Para el analisis de este trabajo se considera el
contexto de origen, la edad de ingreso a la casa hogar, el tiempo de permanencia en ella, la
trayectoria académica e interrupciones en su ciclo educativo. Estos elementos incluyen las
categorias enunciadas en el perfil de la poblacion de estudio. Esta informacion resulta valiosa para

entender como estas experiencias pueden influir en el aprendizaje de las matematicas.

3.7 Conclusion

En este capitulo se ha definido el estudio de caso como el enfoque metodologico que guia esta
investigacion. Se definen los casos y el perfil de la poblacion de estudio. En la seccion 3.4 se
declaran los elementos de la teoria APOE que sirven como herramienta para el desarrollo de la
investigacion que incluyen la descomposicion genética, el andlisis de las actividades y los
examenes de evaluacion. En la seccion 3.5 se describe la metodologia utilizada en la recoleccion y

el andlisis de los datos, elementos que se reportan en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en la implementacion de las actividades
que se disefaron con base en la Descomposicion Genética. Los resultados se organizaron por fase,
de modo que en la seccidon 4.2 se presentan las construcciones realizadas por las adolescentes, la
relacion de interferencias y una conclusion por fase. Esta seccion cierra con un resumen de las

construcciones mentales y las interferencias.

La seccion 4.3 complementa los resultados del comparativo de respuestas al examen de
conocimientos que se aplico a las adolescentes tanto al inicio como al final de la intervencion, la
seccion 4.4 presenta los resultados de la entrevista y la evaluacion del examen aplicado seis meses
después de la intervencion, por ultimo, la seccién 4.5 expone una conclusion de los resultados

obtenidos en el capitulo.

4.2 Resultados del analisis cognitivo y del analisis de las interferencias

La intervencion didéctica se desarrollo en sesiones de una hora y media impartidas los martes
y/o los jueves, del 10 de marzo al 24 de junio del 2022, en un horario de 11:30 a 13:00. Durante
este periodo se realizaron un total de veinte sesiones, aunque en este trabajo solo se reportan los
resultados de doce de ellas. En las sesiones restantes se estudiaron temas como conjuntos de
numeros, fracciones (incluyendo el concepto, operaciones y la expresion decimal de una fraccion),
maximo comun divisor y minimo comun multiplo y variacion proporcional. La Tabla 2 presenta

una relacion de fases y sesiones por fecha.
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Tabla 2

Relacion de fases y sesiones impartidas en la intervencion diddctica.

Fase Sesion Fecha
1 05/04/22
1 2 12/04/22
3 21/04/22
5 1 28/04/22
2 05/05/22
3 1 12/05/22
2 17/05/22
1 26/05/22
2 31/05/22
4 3 07/06/22
4 14/06/22
5 16/06/22

A continuacion, se presentan los resultados de la implementacion de las actividades
disenadas a partir de la DG. Por fase, se exponen los actividades que reflejan las construcciones
realizadas por las adolescentes, acompanadas de didlogos que ilustran el contexto en el cual se
desarrollaron las actividades. Esta seccion ha sido titulada “El contexto en los didlogos”. Dado
que la intervencion se desarrolld durante un periodo extenso, se seleccionaron aquellas actividades
que mejor representan las construcciones realizadas por las jovenes, asi como los didlogos que
ilustran el entorno en el que se desarrollaron. Después, se presenta la relacion de las interferencias
de cada fase, para su identificacion (Id) se construye una triada que indica Fase-Sesion-
Interferencia, las primeras hacen referencia a la fase y sesion en la que se desarroll6 y, dado que
podria haber varias interferencias en una sola sesion, se enumeran de acuerdo con el orden en el
que ocurren. Al final de cada fase, se presenta una conclusion en donde se mezclan, analizan, o

interpretan el andlisis cognitivo y el analisis de interferencias.

4.2.1. Resultados de la Fase 1

En la DG se declararon las siguientes construcciones previas: Punto — Objeto, Segmento —
Objeto; longitud — Objeto, Angulo — Objeto y Circunferencia - Objeto (punto, radio, centro). Se
asumio que estos eran Objetos previamente construidos por las adolescentes. Sin embargo, durante

las sesiones se evidencid que no se habian construido y que habia otros Objetos como el concepto
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mismo de triangulo que tampoco habia sido construido. Por lo tanto, fue necesario reconstruir sobre
la marcha conocimientos previos no declarados en la DG que se asumian como construidos. Esta
situacion se hizo evidente en las respuestas de las adolescentes a la evaluacidon inicial de

conocimientos previos.

Actividad 1

Respuestas al cuestionario de contenidos previos

Nicte

a) (Cuadl es la diferencia entre un segmento y una recta?

Dibujé unas rectas perpendiculares en el margen de la hoja y escribié “lo vi en
primaria pero no me acuerdo”

b) (Qué son rectas paralelas?

No sé.

C) (Qué son rectas perpendiculares?

No sé.

d) (Qué es un triangulo?

Triangulo figura con dos lados iguales y uno diferente

e) (Cual es la caracteristica de un tridngulo is6sceles?

No sé.

f) (Qué es un tridngulo rectangulo?

No sé.

Yamil
a) (Cuadl es la diferencia entre un segmento y una recta?
No sé, si me suena, pero no me acuerdo.
b) (Qué son rectas paralelas?
No me acuerdo, sé que lo vi.
c) (Qué son rectas perpendiculares?

No me acuerdo.
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d) (Qué es un triangulo?

Un triangulo es una figura geométrica de tres lados iguales.
e) (Cudl es la caracteristica de un triangulo isdsceles?
No me acuerdo.

f) (Qué es un triangulo rectangulo?

No me acuerdo.

El contexto en los dialogos

Y: ;{Qué son rectas perpendiculares? ;Puedo sacar mi cuaderno?

S: No.

Y: (Por qué no puedo sacar mi cuaderno? No tenia mucho, como un mes y medio o dos que
acabamos de ver esto en la escuela.

S: Lo que me interesa es saber si lo vieron en algin momento y de qué se acuerdan.

Y: En primaria. Si recuerdo, pero no recuerdo cuando.

N: Yo lo vi en primaria.

S: Si se acuerdan de algo podrian al menos dibujarlo.

A: Las paralelas son las que van asi y las perpendiculares son las que se cruzan.

S: Por favor, dibyjalas, pero no en tu mano, en la hoja.

A: Es que no sé como ponerlo. ;Puedo sacar mi cuaderno?

Al inicio se observd que las adolescentes no habian construido los conocimientos previos
que se declaran en la descomposicion genética. En particular, y como se observara en el analisis de
las interferencias, resaltan las definiciones sobre el triangulo que escribieron: para Nicte, un

triangulo es una figura de dos lados iguales y uno diferente, mientras que para Yamil es una figura

de tres lados iguales.

Actividades 4,5y 6

Nicte
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En la Actividad 4 relacionada con el trazo de tridngulos equilateros, Nicte comenzo por
dibujar el primer tridngulo utilizando un método de ensayo y error. Sin embargo, cuando se le
presento el procedimiento con regla y compdas decidid adoptarlo. Posteriormente, replico este
método para trazar el tridngulo isosceles en la Actividad 5. En la Figura 64 se presenta el trabajo
de Nicte en la Actividad 6 en la que trazd el tridngulo escaleno con regla y compés a pesar de no
haber recibido instrucciones explicitas sobre coémo hacerlo, lo cual indica que construy6 el trazo
de tridngulos con regla y compas como una Accion. Ademas, construy6 el segmento como un
Objeto, el cual aplicod en el trazo de los tridngulos. Su procedimiento fue particular: comenzé
trazando los segmentos que formaran el tridngulo de manera horizontal y luego utiliz6 estos
segmentos para fijar la abertura del compds. Esto sugiere que también ha construido Ila
circunferencia como Accidn. Por tltimo, redactd su procedimiento de la siguiente manera: “Tracé
un segmento de 4, 5 y 8 cm. Luego, tomé la de 8 cm para la base y los otros los ocupé para la

interjeccion”, como se observa en la Figura 64.

Figura 64

Trazo de Nicte de triangulos isosceles y escaleno y la descripcion de su procedimiento.

Yamil
En la Actividad 4, para el traz6 el tridngulo equilatero de 5 cm, primero dibujé un segmento

horizontal de 5 cm, ubic6 la mitad y subié de manera vertical, aproximadamente 5 cm. Marcé el

punto y lo uni6 con los extremos. Midid la longitud de los lados de su tridngulo: 4.47, 5y 5, como
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se observa en la Figura 65. Escribio: “Trazamos un punto de referencia y nos guiamos con ese
punto para hacer el triangulo”. Después, se le presentd el procedimiento con regla y compas.

En la Actividad 5, trazé un triangulo isdsceles con dos lados de 5 cm y uno de 3 cm. Para
ello, primero traz6 el segmento de 3 cm, calculd el punto medio, subi6 de manera vertical,
aproximadamente 5 cm y marcé un punto que unio6 con los extremos del segmento original. Cuando
midio las longitudes de los lados del triangulo obtuvo 3, 4.9 y 4.8. Explic6 su procedimiento: “Lo

medi con la regla”.

Figura 65

Trazo de Yamil de triangulo equildtero en GeoGebra.

[ == = >
R oo -

Se solicit6 a Nicte que le explicara a Yamil el procedimiento de trazo del tridngulo isosceles
con regla y compas. Yamil replico el procedimiento que describid Nicte, trazando incluso los
segmentos horizontales como lo hizo Nicte. Yamil mostr6 problemas en el manejo del compas. En
la Actividad 6, Yamil trazé el triangulo escaleno de lados 4, 5 y 8 cm con regla y el compas, no
dibuj6 los segmentos auxiliares, pero tuvo problemas en la coordinacion en el manejo del compas,
trabajo que se observa en la Figura 66. Dijo: “eso es lo que no me gusta” (se refiere al uso del
compas, sus movimientos eran bruscos y, cuando lo giraba, movia el centro de lugar). Se le ayudé
a sujetar el compas en el trazo de cada circunferencia. Cuando complet6 el tridangulo, dijo “jguau!”.

Yamil ha construido parcialmente la Accion de trazo de triangulos con regla y compas.

Figura 66

Trazo de Yamil de triangulo isosceles y escaleno con regla y compds.
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Actividad 7

La Actividad 7 se realiz6 con los palitos de madera de la Figura 67.

Figura 67

Palitos de madera utilizado en la actividad 7.

v

1. ;{Cuantos tridngulos equilateros pueden construir? Argumenten su respuesta.
N: 4, vi 4 colores: rojo, verde, azul y amarillo y cada uno tiene 3 palos.

Y: 4, porque son 4 colores y cada color tiene 3 piezas.

2. (Cuantos y cudles tridngulos isésceles diferentes se pueden construir?

Y: 12. Con el rojo son 3 y con cada color 3. Serian 12.
S: Vamos a escribirlos todos en el pizarron. Se define con las adolescentes que se hablara

de los segmentos de acuerdo con el tamano de cada segmento.: G-gigante, g-grande, M-mediano

v ch-chico.
Y: GGg, GGM, GGch, MMG, MMg, MMch, chchG, chchg, chchM, ggG, ggM, ggch.
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S: Ahora, construyan cada tridangulo con el material.

Y: Los tenemos que construir a fuerzas.

S: Si.

N: Yo formo dos y tu dos, yo el chico y el grande, y tu el Gigante y el mediano.

S: ¢Qué les parece si los construyen juntas en medio? No respondieron y prefirieron

construirlos de manera independiente como se habian organizado.

3. (En qué triangulos encontraron problemas?

N: Todo lo que lleve Gigante no se va a cerrar. Ah no, los mios si, menos uno, chchG

S: ;por qué no se puede construir ese tridngulo?

N: Porque no cierra. (Ver Figura 68)

Y: MMG no sé, cierra, pero como que no se forma el triangulo.

S: (Como debe ser el tamafio del segmento mayor con respecto al tamafo de los dos
segmentos pequenos?

Y: Que sea una proporcionalidad.

S: Y ;/qué es una proporcionalidad?

Y: Que sea equivalente, tal vez no del mismo tamafio, pero si como unos 6.

Senialando los segmentos pequerios, se les pregunta: ;Qué tiene que pasar con estos dos
lados para que se pueda formar un triangulo?

Y: Medir un centimetro mas.

S: Cuando se forme el triangulo, los dos segmentos pequefios juntos deben ser mas grandes

que el otro. Con esta idea, quiero que me digan cudles escalenos se pueden formar.

Figura 68

Construccion de triangulos isosceles con los palitos de madera.
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4. Guarden el material de nuevo en la bolsa y respondan (sin tocar el material): ;cuantos y
cudles tridngulos escalenos se pueden formar con cuatro segmentos de 8, 5,4 y 3 cm?

S: La idea es que respondan sin construir los tridngulos.

Y: Sin construirlos, ;verdad?

N: GgM. Solo va a ser ese.

Y: Mgch.

S: (Se puede construir el GMch? Se les pide que lo construyan con el material. Se dan
cuenta de que el GMch no se puede construir. Se observa que la longitud de los dos segmentos
mas chicos debe ser mas grande que el otro.

N: Ggch tampoco se puede construir porque es lo que mide el otro.

El trabajo de las adolescentes parece evidenciar la interiorizacion de la clasificacion de los
triangulos con respecto a sus lados en un Proceso, esto se sustenta en la descripcion que hacen
ambas de los tridngulos equilateros, la enumeracion de los triangulos isdsceles y la respuesta de
qué triangulos escalenos se pueden construir. En esta actividad se las adolescentes muestran
dificultades para trabajar de manera colaborativa, aunque se pudieron organizar para dividirse el

trabajo y cada una realizar su parte.

Actividad 8

Nicte
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1. Traza en el reverso de la hoja un triangulo de lados 5, 9 y 7 cm. Nicte trazo

el triangulo con regla y compas.

2. (Cual es el perimetro de un tridngulo cuyos lados miden 3, 4 y 8? Escribio
16.
3. Traza el tridngulo anterior. En sus trazos se observa que intento trazar el
triangulo, se aprecia el arco de una circunferencia de 3 cm.
4. (Pudiste trazar el triangulo?
N: No.
Por qué?
N: No se cierra.
5. Cambia uno de los lados por otro con el que si se pueda trazar un triangulo
y trdzalo. Cambio el lado de 3 cm por uno de 4cm, como tampoco cerraba, lo borro y lo

cambio por uno de 5 cm, como se observa en la Figura 69.

Figura 69
Trazos de Nicte en la Actividad 8 Ejercicio 5.

Yamil
1. Traza en el reverso de la hoja un tridngulo de lados 5,9 y 7.

Yamil trazo un segmento de 9 cm, con la regla localizo al tanteo el tercer lado del triangulo.

Después, se le pidio que midiera los lados y se percato que no tenian las medidas solicitadas.
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S: (Recuerdas por qué usamos la circunferencia en el trazo de los tridngulos?

Y: No sé.

S: Traza una circunferencia de 7 cm de radio, elige un punto sobre la circunferencia y mide
la distancia que hay de ese punto al centro de la circunferencia.

Yamil traza las circunferencia con ayuda.

Y: Con la regla, son siete.

S: Toma otro punto sobre la circunferencia y mide la distancia al centro.

Y: Siete igual.

S: Eso es lo que es una circunferencia, son todos los puntos que se encuentran a la misma
distancia del punto que se llama centro.

Y: jAh! Esta es la razdn por la que se puede hacer un triangulo de 7 sin hacer el segmento.

2. ;Cual es el perimetro de un tridngulo cuyos lados miden 3, 4 y 8?

Lee la pregunta en voz alta y dice “un tridngulo es base por altura, ;no?”

S: (Qué quiere decir el perimetro?

Y: Sacar la medida.

S: (La medida de qué?

Y: No sé.

S: Como ejemplo, se traza un tridngulo equilatero de 7 cm de lado. ;Cuanto miden los lados
de este tridngulo?

Y:7

S: El perimetro es la suma de la medida de todos los lados de un triangulo.

Y: 7 por7.

S: ¢Por qué?

Y: No sé.

S: Imaginate que el tridngulo es un terreno y lo vas a bardear. ;Cuantos metros de barda
necesitas? 7 de aqui, mas 7 del otro lado, mas 7 del tercer lado, son 7+7+7. Ahora, ;cual es el
perimetro de un triangulo con lados 8, 4 y 3?

Y: 15.

3. Traza el triangulo del inciso anterior.
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Yamil trazo un segmento de 8 cm, después, trazo una circunferencia de 3 cm con centro en

un extremo y otra de 4 cm con centro en el otro extremo y pregunta, “;si se puede formar el

tridngulo?” Sola se responde “creo que no”.

S: No, ;por qué?

Y: Porque no se van a poder juntar.

S: La semana pasada platicamos este resultado. ;Qué caracteristicas deben tener tres
segmentos para que con ellos se pueda formar un triangulo?

Y: Ah, que sea mayor.

S: (Quién debe ser mayor?

Y: Los dos juntos tienen que ser mayores que el 8.

S: Cambia uno de estos dos para que si se pueda formar un triangulo.

Yamil cambio el 3 por el 6.

Al final trazo el triangulo de la primera pregunta en la parte de atras de la hoja.

Figura 70
Trazos de Yamil en la Actividad 8 Ejercicio 5.

Resultados de las Interferencias en la Fase 1

Tabla 3

Interferencias observadas en la Fase 1.

Id. Descripcion Categoria
F1-S1-I1 Yamil le arrebata el trabajo a Mactzil. Nicte le dice: Interaccion
N: Yamil, respeta. entre las
adolescentes
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S: A ver, les quiero decir dos cosas, primero, es que estamos
aqui porque queremos estar y la segunda es que lo que sea que
diga cualquiera de nosotros se respeta. Las invito a que hagamos
un ambiente de respeto, cordialidad y ayuda. Por ser mujeres
creo que si lo podemos lograr. Vamos a querernos, ayudarnos y

respetarnos.

F1-S1-12 S: Ahora pueden, por favor, escribir detras de su hoja de qué Conocimientos
se acuerdan o qué piensan. ;Qué es un triangulo? Pueden hacer | previos
dibujos.
A: (Puedo sacar mi cuaderno?
S: No.
Después de que las adolescentes escriben su definicion, estas
se anotan en el pizarron.
Yamil: es una figura geométrica de tres lados iguales.
Nicte: figura geométrica con dos lados iguales y uno
diferente.
F1-S1-13 S: Les traje una copia de este documento a cada una. Interaccion
(Alguien quiere leer? entre las
Y: Yo. adolescentes
N: No, porque Yamil lee como velocirraptor.
S: Quedamos que aqui todas nos queremos y nos apreciamos.
F1-S1-14 Mientras trabajaba con Yamil y su compaiiera, Nicte se da Entorno  del

vuelo haciendo cosas en GeoGebra. Trabaja en la computadora
de manera brusca y desordenada, y la lleva a una situacion
cadtica, aleja y acerca las cosas sin sentido.

S: Te voy a pedir un favor, vamos a manejarnos en este
espacio del plano, porque no podemos ver las cosas como lo

estds haciendo. Ademas, esta es mi herramienta de trabajo y la

aula
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necesito cuidar mucho. Nicte se muestra incomoda con la
solicitud y cambia su actitud.
FI1-S1-I5 Se traza una pareja de rectas que se cruzan y son Conocimientos
perpendiculares y otra recta que cruza con la primera recta y no | previos
es perpendicular y se pregunta, ;cudl es la diferencia entre estas
rectas?
Y: La diferencia es la distancia.
S: (Cuadl es la distancia?
Y: Terminan en punto medio.
S: (Qué es el punto medio?
Yamil no responde.
F1-S1-16 S: Ya sabemos lo que son rectas paralelas, rectas Conocimientos
perpendiculares, qué es un segmento y una recta. Al principio | previos
hablamos de qué era un tridngulo, recuerdo que una de ustedes
dijo que era una figura de tres lados iguales y otra dijo que era
una figura de dos lados iguales.
N: Pero es que hay triangulos diferentes.
S: (Como pueden ser los lados de un tridngulo?
Y: Isosceles tiene dos lados iguales y triangulo rectangulo.
S: Nicte, ;como se llaman los que tienen los tres lados
iguales?
N: Yo con la geometria soy muy mala.
F1-S2-11 Al llegar a la CH, las adolescentes estaban viendo una Entorno  del
pelicula, lo cual no favorecio el inicio de la sesion. aula
Nicte estaba muy seria y apatica, en un momento se pard y
se fue al baflo. Yamil coment6 que estaban viendo una pelicula
y que por eso Nicte “esta un poquito de mal humor™.
F1-S2-12 Para trazar un triangulo, Yamil fija la abertura del compas Interaccion
utilizando la regla y dice: entre las
Y: Va a ser muy grande, es muy raro (se refiere al compas). | adolescentes
No me gusta trazar los circulos con el compas.
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N: Es que no lo sabes usar.

S. Trata de girarlo de aqui (en referencia a que coloque la
mano en el extremo que se fija en el centro).

N: A mi me encantan los compases.

S: Yamil, lo que necesitas es darle vuelta al compas con la
confianza de que no se va a mover. Después de que hayas
trazado las circunferencias, toma uno de los puntos de

interseccion y traza el triangulo.

Y: Estas son las cosas que no me gustan.

S: Yo detengo la punta del compaés.

Y: Ay, no.

Para que Yamil pueda realizar la actividad, se le apoya en
el trazo de cada circunferencia sujetando la punta del compas

en la hoja. Situacion que se repitio cada vez que trazo una

Conocimientos

previos

circunferencia.
F1-S2-13 Se escucha una voz que anuncia la colacioén. Les pido que Entorno  del
tracen el triangulo antes de ir a la colacidon para no interrumpir | aula
la sesion.
F1-S3-I1 La sesion se planed para realizar una actividad con las Entorno  del
adolescentes; después, se impartiria una conferencia a toda la | aula
comunidad. Al final, las adolescentes aplicarian la actividad de
la desigualdad del tridangulo a sus compaiieras de la casa hogar.
Sin embargo, la actividad empez6 Unicamente con Yamil,
porque Nicte estaba hablando con la directora por una situacion
delicada.
F1-S3-12 Para trazar un tridngulo escaleno de lados 9, 7 y 5. Yamil Conocimientos
trazo un segmento de 9 cm, después con la regla localizé al | previos.

tanteo el tercer lado del triangulo. Se le pidi6 que midiera los

lados, cuando se percatd que el tridngulo no tenia las medidas
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solicitadas, se reforzo el procedimiento de trazo de tridngulos

con regla y compds y se le apoy6 en el manejo del compaés.

S: Trata de trazar la circunferencia.

Y: Noo, no puedo.

S: Para trazar la circunferencia, recuerda que necesitas poner
la punta del compas en el centro, yo te ayudo a detenerlo y tu
dale vuelta al compas.

A continuacion se revisd el procedimiento para trazar un
triangulo equilatero de 7 cm de lado. Yamil trazd un segmento
de 7 cm y después las circunferencias de 7 cm en cada extremo.

S: A ver te ayudo, pon el compas derechito y dale vuelta.

Yamil marco el punto de interseccion y unié ese punto con
los extremos. Se le pidid que verificard que el tridngulo era
equilatero.

S: Recuerdas ;por qué usamos la circunferencia?

Y: No

S: Elige un punto sobre la circunferencia y mide la distancia
que hay de ese punto al centro de la circunferencia.

Y: Con laregla 7.

S: Toma otros puntos sobre la circunferencia y mide su
distancia al centro.

Y: 7 igual.

S: Eso es lo que es una circunferencia, son todos los puntos
que se encuentran a la misma distancia de este punto que se
llama centro.

A: jAh! Esta es la razoén por la que se puede hacer un

triangulo de 7 sin hacer el segmento.
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F1-S3-13 S: En la segunda pregunta, Yamil lee: “;Cual es el perimetro Conocimientos
de un tridngulo con lados 8, 4 y 3?” y dice “un tridngulo es base | previos
por altura, ;no?”

S: (Qué quiere decir el perimetro Yamil?

A: Sacar la medida.

S: ;La medida de qué?

Y: No sé.

S: El perimetro es la suma de la medida de todos los lados de
un tridngulo.

(Cual es el perimetro de este triangulo? (En referencia a un
triangulo equildtero de 7 cm de lado que se habia trazado).

Y: 7 por 7.

S: ¢Por qué? Imaginate que es un terreno y le vas a poner
una barda. ;Cuéantos metros de barda tengo que poner? 7 de
aqui, mas, 7 del otro lado, mas, 7 del tercer lado.

Y: 7 por 7.

S: Sumamos 7+7+7.

Y: 21.

S: Entonces “Cual es el perimetro de un triangulo con lados
8,4y3”.

Y: 15.

F1-S3-14 En la planeacion de la sesion se contempld impartir una Interaccion
conferencia a todas las chicas de la casa hogar. Después de la | entre las
conferencia, Yamil implementaria la actividad de la desigualdad | adolescentes
del triangulo con sus compafieras de la casa hogar.

En la conferencia participaron 15 nifias o adolescentes que
se mostraron muy interesadas. Yamil no pudo aplicar la
actividad porque como maestra se volvidé sumamente autoritaria
y enojona. No dejaba que las nifias se movieran y las regafiaba o
gritaba si tocaban algo.
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Nicte se integro a la sesion ya iniciada la conferencia, tenia
los o0jos rojos. Cuando Yamil empez6 a implementar la actividad
se volvio sumamente agresiva, les gritaba a sus compafieras y no
dejaba que se movieran. Nicte se refirié a Yamil y le dijo “;t
que te sientes?” Le expliqué que yo le habia pedido que me
ayudara, a lo cual Nicte respondi6 ““;pero por qué nos habla asi?”
Se modifico la planeacion y la docente aplicé la actividad porque

el ambiente se estaba volviendo muy hostil.

Conclusiones de la Fase 1

Nicte

Al inicio del trabajo en las Actividades Nicte mostr6 evidencia de no haber construido el
Objeto triangulo, lo que se observa en la descripcion de la interferencia (F1-S1_12) donde se expone
que la definiciébn que escribié del tridangulo es imprecisa. Las construcciones de Nicte en el
desarrollo de las Actividades 4, 5 y 6 son evidencia de que ha construido el concepto de tridangulo
y su clasificacion con respecto a sus lados como Accion. Para el trazo de tridngulos, trabajé con
regla y compds, comenzando siempre por trazar los segmentos que formaran el tridangulo de manera
horizontal. Luego, utilizd esos segmentos como guia para ajustar la apertura del compés. Sin el
apoyo de los segmentos, no parecid poder construir un tridngulo. En la Actividad 7 se percibio un
cambio significativo, lo que sugiere que Nicte pudo haber interiorizado la clasificacion de
triangulos con respecto a sus lados como un Proceso: en la construccion de triangulos equilateros
con el material, argumentd que pudo hacer 4 “vi 4 colores rojo, verde, azul y amarillo y cada uno
tiene 3 palos”. En lo referente a los triangulos isdsceles, escribié que eran doce, “cada uno tendra
dos lados iguales y uno diferente”. Respecto a los triangulos escalenos, describio los tridngulos de
lados diferentes que se podian formar con el material sin necesidad de manipularlo, lo que

evidencia de que ha construido el triangulo escaleno como Proceso.
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La evaluacion de la Actividad 8 evidencia que Nicte ha interiorizado el trazo de triangulos
con regla y compads, y la clasificacion de tridngulos de acuerdo con sus lados como Procesos que
coordina. Sin embargo, como ya se mencion6 cuando se le solicitd dibujar cualquier triangulo,
necesito trazar primero los segmentos que forman el tridngulo de manera horizontal. En el tercer
inciso, para trazar el triangulo de lados 3, 4 y 8, Nicte trazé los tres segmentos horizontales; sobre
el segmento de longitud ocho, traz6 una circunferencia de radio tres en un extremo y otra de radio
cuatro en el extremo opuesto, al hacerlo, se dio cuenta de que no podia completar el triangulo.
Borr¢ el arco de circunferencia de radio tres e intentdé con otro de radio cuatro, pero tampoco le
resulto util, por lo que borré de nuevo y traz6 un arco de circunferencia de radio cinco. Finalmente,
escribio que no es posible trazar el tridngulo, su argumento fue “no cierra”. Nicte cometi6 algunos
errores al responder preguntas; por ejemplo, en el segundo inciso de la evaluacion, calcul6 el
perimetro del supuesto triangulo sumando 3, 4 y 8, y escribid 16. Su respuesta es evidencia de que
construy6 la desigualdad del tridngulo como Accion. En esta fase Nicte mostréd dificultades para

trabajar de manera colaborativa.

Yamil

Al inicio del trabajo en las Actividades Yamil mostrd evidencia de no haber construido el
Objeto triangulo, segin la descripcion de la interferencia (F1-S1 12). El desarrollo de las
Actividades 4 y 5 da evidencia de que Yamil no ha construido el trazo de tridngulos como Accidn.
Inici6 su trabajo trazando tridngulos mediante el método de ensayo y error, y se mostrd reacia a
utilizar la regla y el compas a pesar de que, al medir los triangulos dibujados, las longitudes de los
lados no correspondian a lo solicitado. Durante el trazado de tridngulos isdsceles, su compaiiera
Nicte le explicd como trazé el tridngulo. Posteriormente, Yamil empleo la regla y el compés,
replicando el procedimiento de manera precisa, incluso dibujando los segmentos horizontales
auxiliares que habia trazado Nicte. En la siguiente actividad, Yamil traz6 un tridngulo escaleno con
regla y compas, esta vez sin el apoyo de los segmentos horizontales. Yamil mostr6 dificultades en

la coordinacion al usar el compas.

En la Actividad 7, en la pregunta sobre cudntos triangulos equilateros se pueden construir

con el material de la bolsa, Yamil argumentd que podia construir “4 por que son 4 colores y cada
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color tiene 3 piezas”. Al preguntarle cuantos y cudles triangulos isosceles podian formarse con el
material, respondid que cuatro, justificando su respuesta como “por el nimero de piezas”.
Describi6 los posibles tridngulos como “RRV, VVR, MMA, AAM” (R-rojo, V-verde, A-amarillo
y M-morado). Tras contar y describir en grupo los triangulos isésceles que podrian construirse,

Yamil se dio cuenta de que podia construir dos tridngulos escalenos con el material y los describio.

En la evaluacion de la Actividad 8, Yamil comenzo el trazado del tridngulo con lados 5, 9
y 7 utilizando el método de ensayo y error. Se revis6 nuevamente el procedimiento de trazado de
triangulos con regla y compas, asi como la justificacion del uso de la circunferencia. En la tltima
pregunta de la misma actividad, dibujé un segmento de 8 cm, en uno de sus extremos una
circunferencia de 3 cm y en el opuesto una de 4 cm. Se dio cuenta de que no era posible construir
un triangulo con esas dimensiones y, sin dudar, sustituyo la circunferencia de 3 cm de radio por

una de 6 cm.

El trabajo de Yamil evidencia dificultades para realizar las acciones requeridas en las
actividades. Ademds, muestra complicaciones en la coordinacion al usar el compas y no ha
construido conceptos basicos que se construyen en la educacion primaria, como es el perimetro de
una figura. A menudo responde con ideas que recuerda o ha escuchado, aunque no las comprende.
Sin embargo, se percibe un ligero cambio en su respuesta a la Gltima pregunta, que podria sugerir

la construccion de la desigualdad del triangulo como Accion.

4.2.2 Resultados de la Fase 11

El concepto de angulo forma parte de los conocimientos previos declarados en la
descomposicion genética. Sin embargo, las adolescentes de la poblacion estudiada no habian
construido este concepto, tampoco sabian como medir un dngulo ni como utilizar el transportador.
Esto se tuvo que reconstruir durante la intervencién. A continuacion, se presentan los resultados

de las actividades realizadas por las adolescentes en la Fase 2.

Actividad 1
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Nicte

a) ¢Qué es un angulo?
Un angulo es un semicirculo interno de alguna figura.
b) (Qué es un grado?
Es la medida del semicirculo.
c) ¢Qué es un angulo recto?
Es un semicirculo en una recta.
d) (Qué es un angulo llano?

No sé.

Yamil

a) ¢Qué es un angulo?
No me acuerdo.
b) (Qué es un grado?
Es la medida de un &dngulo cualquiera.
c) ¢Qué es un angulo recto?
Un angulo recto es aquel que mide 180°.
Dibujo
d) (Qué es un angulo llano?

No me acuerdo.

Las respuestas al cuestionario inicial hicieron evidente que las adolescentes no habian
construido el objeto angulo. En las respuestas de Nicte se aprecia que relaciona el angulo con el
arco de circunferencia con el que se indica y escribi6 “es el semicirculo interno de alguna figura”.
Yamil escribié “no me acuerdo”. Un concepto necesario para la construccion de otros conceptos
es el angulo recto, en este caso, Nicte lo relaciond con “el semicirculo de una recta”, es probable
que con el angulo que se forma en una linea recta. Yamil, por su parte, lo declar6 como: “es aquel

que mide 180°”.
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Actividad 2

Nicte
a) Traza un tridngulo equildtero, mide sus angulos interiores, suma los angulos interiores.
Trazo un triangulo equilatero de cinco cm de lado con regla y compas, midio los
angulos interiores y escribio sobre cada uno 120°. La suma de las medidas fue 360°. (Ver
Figura 71).
b) Traza un tridngulo isosceles y mide sus angulos interiores.
Trazo un triangulo isosceles de lados 10, 12 y 12 cm con regla y compas. Midio los
angulos interiores, 58°, 67°y 64°. No los sumo.
¢) Trazaun triangulo escaleno y mide sus angulos interiores.
Trazo un triangulo escaleno de lados 3, 4y 5 cm con regla y compds. Midio los angulos

180°, 50°y 40°, valor que corrigio a 36°. La suma de los angulos 272°.

Yamil
a) Trazaun tridngulo equildtero, mide sus angulos interiores y suma la medida de los angulos.
Trazo un triangulo de tres cm de lado utilizando unicamente la regla y para medir los
angulos interiores, tomo el transportador, lo coloco haciendo coincidir el centro del
segmento de la base del triangulo con el centro del transportadory localizo el tercer vértice
sobre el transportador. Marco los angulos con un arco, pero no los midio.
b) Traza un tridngulo isosceles, mide sus angulos interiores y suma la medida de los angulos.
Trazo un triangulo isosceles con regla. Primero, trazo un segmento horizontal de cinco
unidades, ubico el punto medio y arriba de éste trazo el tercer vértice al tanteo, escribio
sobre sus lados 4, 5 y 5 cm. Las medidas reales son 4, 3.7 y 4.7 cm. No marcé los angulos,
ni los midio (Ver Figura 72).
c) Traza un tridngulo escaleno, mide sus dngulos interiores y suma la medida de los angulos.

No trazo el triangulo escaleno.

El trabajo de esta actividad evidencia que las adolescentes no han construido el concepto

de angulo, grado, y no saben utilizar el transportador. En la sesion se realizo la accion de trazo y
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medicion de angulos. Se reviso el concepto de grado y el uso del transportador, se reconocieron

angulos rectos, llanos y de 360°.

Después de discutir el concepto de angulo y de realizar Acciones de trazo y medicion de
angulos, Nicte midio de nuevo los angulos de los tridngulos que habia trazado de manera incorrecta

y corrigio las medidas. Escribio con lapiz la correccion y la suma que se observa en la Figura 71.

Figura 71.

Trazo de Nicte del triangulo equilatero que incluye la medida de los angulos interiores.

Yamil repitio la actividad desde el inicio, traz6 el triangulo equilatero con regla y compas.
Midié los angulos y escribio 60° sobre cada uno y comentd “entonces un tridngulo equilatero
siempre va a medir la misma cantidad de angulos”. Después trazé el tridngulo isésceles de lados 7,
5y 5 cm, con regla y compds, midio sus angulos y escribi6 las medidas 45°, 45° y 90° en dngulos

que no correspondian (Figura 72).

Figura 72

Trazo de Yamil de triangulo isosceles con medida de los angulos interiores.

Actividad 3
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Determina la medida del &ngulo marcado en color rojo en cada figura.
e Qué relacion guarda el angulo rojo con los dngulos conocidos?

e Explica: ;como determinas el valor del angulo rojo en cada caso?

Nicte

En la Figura 73 se presenta el trabajo de Nicte en la Actividad 3. En el inciso a) sumo los
angulos y en el inciso b) los rest6. En el inciso ¢) se presentan tres d&ngulos suplementarios, uno de
los cuales es desconocido. Nicte mencion6 “esto me gustd a mi. Yo primero sumé estos dos para
ver cuanto me daba y conté cudnto me faltaba para completar este (se refiere al angulo marcado en
rojo). Este mide 15°”. Se le pregunt6 “;para completar qué?”” Respondio: “para completar 90°, jno!
eran 180°”. En el Ultimo inciso se presentan tres angulos que suman 360° dos de los cuales son

conocidos. Nicte unicamente sumo los angulos conocidos.

Figura 73.
Respuesta de Nicte a la Actividad 3.
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Las respuestas de Nicte muestran que se encuentra en la transicion a la construccion de
angulos suplementarios como Accidn, aunque comente errores artiméticos, como es escribir 90° en

lugar de 180° o no terminar los ejercicios.

Yamil

En la Figura 74 se presenta el trabajo de Yamil en la Actividad 3. En el inciso a) escribid
“si le quitamos la linea de interferencia que separa los dos dngulos y los sumamos da 89°”. En el
inciso b) restd los dngulos. En el inciso ¢) sumo6 los angulos conocidos y escribi la resta de 180°
menos 75°% obtuvo como resultado 105°. En el ultimo inciso sumé los angulos conocidos, los resto

de 360° y obtuvo 230°.

Figura 74
Respuesta de Yamil a la Actividad 3.

En el trabajo de Yamil se observa que ha construido la Accion de reconocer la relacion de
la medida de un angulo a partir de la posicidn que ocupa respecto a otros angulos de medida
conocida; en particular, muestra evidencia de que ha construido la nocién de angulos

suplementarios como Accion.

Actividad 4
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La actividad solicita trazar una pareja de rectas que se crucen, reconocer los angulos entre ellas,
medirlos y describir la relacion entre ellos. Después, se pide dibujar otro par de rectas que se crucen

y verificar si la relacion entre los dngulos es la misma que en el primer caso.

En la Figura 75 se observa que Nicte trazo dos rectas, midid los dngulos entre éstas y escribio

sobre aquellos 158°, 22°, 157°y 20°.

Figura 75
Respuesta de Nicte a la Actividad 4.
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Yamil traz6 dos rectas, midid los angulos entre estas y escribio 37.5°, 143°, 37.5°y 142.5°.

Ambas adolescentes tomaron las medidas de los dngulos de manera incorrecta. En la sesion
se reviso nuevamente el uso del transportador, se rectificaron las medidas de los angulos y se
observd que hay dos parejas de angulos iguales. Se definieron los angulos opuestos por el vértice
y se demostr6 la propiedad de la igualdad entre ellos. En ese momento Yamil comentd: “ah, no
importa la posicion en qué estan colocados, siempre los angulos asi van a medir lo mismo”. Este
comentario puede indicar que Yamil esta en el camino a la construccion de una Accidn con respecto
al reconocimiento de la igualdad de los angulos opuestos por el vértice, pero todavia no hay

suficiente evidencia de ella.

Actividad 5
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Esta actividad se trata del reconocimiento de los dngulos que se forman entre dos rectas
paralelas cortadas por una secante y su relacion. En este caso, se sabe que la medida de uno de los
angulos es de 65° y a partir de ello se deben determinar la medida de los angulos restantes. Como
se observa en la Figura 76, Nicte marcé todos los angulos que miden 65°, después sumo 65° + 65°,
de lo que obtuvo 120° lo que restd6 de 360° y dividid entre 2. Se le pidi6 que explicara su

procedimiento, cuando lo verbalizo6 se dio cuenta de que habia cometido un error.

Figura 76
Respuesta de Nicte a la Actividad 5.

El contexto en los dialogos

Durante la resolucion de la Actividad 5 inciso 4, se solicita encontrar el valor de x en la Figura
77.
Figura 77

Rectas paralelas cortadas por una secante.

S: Nos piden encontrar el valor de x. ;Qué se les ocurre hacer a ustedes para encontrar x?
N: Una ecuacion.
S: ({Con qué informacidon podemos escribir la ecuacion?

N: No sé.
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S: Primero, necesitamos reconocer la relacion entre los angulos. Marquen del mismo color los
angulos que son iguales al angulo de 70° y diganme: ;cuanto miden los otros angulos? Ver Figura
78.

N: 180.

S: Juntos miden 180.

Y: El otro mide 110°

S: (Con esto podemos plantear la ecuacion?

Y:Si,2x+4=110

S: ¢ Saben resolver la ecuacion?

Y: Si, acabo de ver ecuaciones en la escuela.

N: 2x +4 =110.

S: Tenemos que despejar x, es decir, dejar solita a x, para ello resto 4 de ambos lados y después
divido entre 2.

N: x es igual a 53. Sin propiedad no hay forma de resolverlo.

Y: Yo no hago toda la operacion, no quito ni pongo, voy viendo niameros, 50 no puede ser

porque 50 por 2 me da 100.

N: Miss no soy tan mala en las ecuaciones.

Figura 78
Trabajo de
Nicte en la Actividad 5 Inciso 4.

Si bien el trabajo de Nicte parece evidenciar que ha construido los angulos entre paralelas
cortadas por una secante como una Accion, reiteradamente comete errores aritméticos. Por otro

lado, Yamil parece preferir utilizar estrategias diferentes a los estudiadas en las sesiones.
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Actividad 6

En esta actividad se presenta una evaluacion de conceptos relacionados con el
reconocimiento de la relacion de la medida de un 4ngulo con respecto a otros angulos, de la
medicion de angulos interiores de un triangulo y de la determinacion de las medidas de angulos

entre rectas paralelas cortadas por una secante.

Nicte

Nicte no parece sentirse segura de las operaciones que realiza en los primeros ejercicios.
Repite las operaciones varias veces, lo cual se aprecia en todo lo borrado en el documento. En el
segundo inciso midi6 de manera imprecisa dos de los tres angulos interiores del tridngulo. En la
Figura 76 se observa el trabajo de Nicte en el Ejercicio 3 que esté4 integrado por dos incisos, en el
lado izquierdo, Nicte identifico la relacion entre los angulos del problema, informacion que utilizd
para plantear una ecuacion y resolverla. En el mismo ejercicio, determind el valor del angulo
suplementario al de 125° a pesar de que este dato no era necesario para la solucion del problema.
En contraposicion, al resolver el ejercicio del lado derecho, aplicd de manera mecénica el mismo
método que en el ejercicio del lado izquierdo, igualando los datos del problema y planteando una
ecuacion, a pesar de que los datos del problema se relacionan de diferente manera. Cometio
diversos errores al resolver la ecuacion que planted: copid mal los nimeros y escribid que el
resultado de dividir 25 entre 2 es 8. En el margen, realiz6 la resta de 128°- 35° resultando 93°, valor
que escribié como angulo suplementario a 35°, aunque no queda claro de donde obtuvo el 128°. El
ejercicio del lado izquierdo del tercer inciso podria evidenciar que Nicte ha construido y coordinado
el Proceso de angulos suplementarios y el Proceso de angulos opuestos por el vértice, puesto que
usa ambos conceptos para determinar la medida de x. Sin embargo, la resolucion del ejercicio del
lado derecho del mismo inciso es evidencia de que no ha construido los angulos entre paralelas

cortadas por una secante como Accion.

Figura 79
Respuestas de Nicte a la Actividad 6 Ejercicio 3 Incisos a) y b).
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Yamil

Yamil empezo la evaluacion y se quedo paralizada.

S: Los primeros ejercicios los resolviste muy bien.

Y: Pero ya se me olvido.

S: Platicame, ;qué quieres hacer?

En relacion con el primer ejercicio:

Y: Calcular el valor de este angulo, pero si este lo quitamos.
S: Tienes 3 angulos, ;cual quitamos?

Y: Pero quiero calcular esto, no sé la verdad, la otra vez lo hice nada mas asi, rapido, viéndolo.
S: Conozco el angulo grande y el dngulo chico.

Y: Sumandole, ;verdad?

S: ¢ Th crees?

Y: Entonces restandole.

S: A poco.

Y: No sé, me dudo mucho.

Como se observa en le Figura 80, Yamil resuelve todos los ejercicios con acompafiamiento,
escribe algunas operaciones que luego decide borrar, a pesar de que se le solicita no hacerlo En el
segundo inciso necesité ayuda para medir los dngulos con el transportador. El tercer ejercicio lo

realiz6 con acompafiamiento, marcando del mismo color los angulos iguales, planteando y
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resolviendo las ecuaciones. El trabajo de Yamil revela que no construido la relacion que hay entre
los angulos formados entre rectas paralelas cortadas por una secante como Accion. A menudo
menciono6 que los ejercicios le parecen muy dificiles y que no recuerda nada, lo cual sugiere que

no ha construido las Acciones necesarias para realizar estas tareas.

Figura 80
Respuesta de Yamil a la Actividad 6 Ejercicio 3 Incisos a) y b).

El contexto en los dialogos

A los quince minutos de iniciada la sesion llegd Dzan, una adolescente que nunca habia

asistido. Se integro al grupo e intent6 responder los ejercicios de la Actividad 6.

D: Yo no me acuerdo de esto, la verdad, hace mucho que no lo veo.
Y: No te preocupes, yo la otra vez lo vi y no me acordé.

D: No, no me acuerdo.

S: ;De ninguno?

D: No.

S: En el segundo lo que tienes que hacer es medir los angulos.

D: Yo no me acuerdo de esto, la verdad. No tengo nada para medir.
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S: No te preocupes, que aqui te prestamos todo.

N: Ya acabé.

Nicte termind el examen en 15 minutos, al parecer la llegada de Dzan presiono a Nicte a
entregar el examen rapido.

Nicte (a Dzan): jno te acuerdas lo que es un angulo?

D: No, no me acuerdo de nada. Yo nunca vi angulos, bueno, si, pero en quinto. No me acuerdo
si en cuarto o quinto.

N: Yo me acuerdo de que en tercer afio llevaba geometria y me aburria hasta el alma. Bueno,
nomas porque teniamos que armar figuras y armamos un tridngulo de 16 caras y lo daba la
directora, y lo hacias o te sacaba. Entonces, todo el mundo lo hacia.

D: Nunca vi nada de geometria, nunca me dieron esa materia.

N: Mira, aqui tienes el transportador, entonces lo colocas asi.

D: Ah, eso si sé.

Al mismo tiempo que se le daba acompafiamiento a Yamil, Nicte le explicé a Dzan todo el
examen.
En el primer ejercicio:
N: Eso es un angulo 1lano, recto, ;cuanto debe medir? ...aqui solo hacemos una operacion 75-

28 =47. En un momento duda y checa el resultado con lo que hizo Yamil.

En el segundo ejercicio:

N: Cuando tienes aqui esto, vamos a dar una vuelta de 365°.

S:360°.

Para explicar lo que es un angulo de 360°, Nicte dibujo un segmento de recta. Tomo dos ldpices
y con ellos simulo el angulo.

N: Aqui tenemos que darle la vuelta completa a este y son 360°. Tenemos que ver cuanto suma
esto, mas esto, mas esto...

Dzan hizo la suma mental y dijo:

D: 150°+ 120°.

N: Ya sabemos cuanto es la suma y todos estos suman 270°, ;cuanto nos falta para 360°?

D: 90°.

131



N: Porque la suma de todo para dar 360°. Esto fue facil. Se salta el ejercicio 2 y se va
directamente al ejercicio 3 sobre angulos entre paralelas cortadas por una secante. Esto es un
angulo opuesto al vértice, porque todos los dngulos opuestos al vértice van a medir igual. Entonces
este va a medir lo mismo. Va a ser muy facil. Aqui tiene el 125°, entonces lo recorres.

D: (A este?

N: No a ese no, chica, recuerda la posicion, son dos angulos opuestos por el vértice. Aqui este
y este siempre van a medir lo mismo. Entonces cada que lo recorres arriba también va a medir lo
mismo. Como lo recorriste va a quedar lo mismo aqui que aca.

D: iNo!

N: {Coémo te lo puedo explicar? Tenemos estas dos lineas y te digo que vas a recorrer esta linea
para acay ;donde queda el 125 aqui?

D: Este estaba abajo.

N: (Aqui van a quedar uno y el otro? Este se pasa para acd y este queda aca abajo. A ver,
explicamelo tu.

D: Este se pasa para aca y este para aca.

N: Aqui esta tu angulo, este es el unico angulo que tienes. Y se pone en los angulos opuestos
por el vértice. Si este lo recorres para arriba, ;donde queda el 125? Este va a ser Juanito, entonces
Juanito se va a pasar con Menchito. Este ;va a medir igual que este? Ahora, ;como se llama el
angulo que mide de aqui a aca? Es un angulo llano y mide 180°

D: (185?

N: No, 180°. Entonces 125 para 180. Hace la resta en voz alta. Entonces este angulo va a medir
55°, que es lo faltante a este. Entonces si este mide igual que este, este va a medir igual que este. Y
si recorrimos la linea, este va a medir igual que ;cudl? ;Doénde queda el 125°? ;Ya viste? Asi de
facil. Anotan los angulos 125°y 55° en cada angulo. Pero en el examen nos preguntan el valor de
x. Entonces planteamos la ecuacion. Ahora, si vamos a hacer la ecuacion, 7x + 20 es igual a 125.
Entonces, ;como se hace una ecuacion? ;Qué quiero despejar? x, (no? Si estd sumando pasa...

D: Restando.

N: x es igual a..., si a 125 le restas 20 ;cuanto te queda?

D: 105.

N: Como el 7 esta multiplicando, pasa dividiendo. Ahora si, haz tu operacion. 105 se divide

entre 7, ;qué te queda? ;Cuantas veces cabe el 7 en el 10? ;Y te sobra?
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D: 3.

N: Ahora, ;cuantas veces cabe el 7 en el 35? Yo siempre me voy por el 5, vamos a ver, /cudntas
veces caen?

D. 7 veces.

N: No, porque 7 por 7 es 49. Cabe 5 veces. Ahora este. Se refiere al ultimo problema. Esta
facil, Dzan, no te hagas bolas, estos estan arriba y estos abajo. Lo de arriba pasa arriba. ;El angulo
cuanto mide?

D: Es un llano, 180°.

: Sia 180° le quitas 35°, ;cuanto mide? Si a 145° le sumas 35°, ;qué te da?
: 180°

: Ahora despéjame X...

: 145°, entonces este lo pasas para aca.

: Sia 145° le quitas 10, ;qué te queda?

: 135.

Z O Z O zZz O Z

: Ahora lo divides entre 3.
Hacen la division en voz alta.
D: Y ahora, ;qué le hago a esto?

N: Solo escribelo y ya terminaste. Facil, asi.

Después de los ejercicios Nicte le presentd a Dzan la demostracion de por qué los angulos
opuestos por el vértice son iguales. En la explicacion de Nicte, como se observa en la Figura 81
destaca que el ultimo ejercicio, que habia respondi6é de manera incorrecta, lo resolvio bien cuando

lo hizo con Dzan.

Figura 81
Explicacion de Nicte a Dzan de la Actividad 6 Ejercicio 3 Incisos a) y b).
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Actividad 7

Angulos interiores de un triangulo

e Nicte trazé un tridngulo equilatero con regla y compas, midio los angulos interiores y
escribio sobre cada uno de ellos 62°, de 1a suma obtuvo 186°.

e Yamil traz6 un triangulo escaleno con regla y compés, midio los angulos y anot6 131°, 28°
y 23°. De la suma obtuvo 182°.

e Dzan traz6 un tridngulo equilatero, midi6 los angulos 58°, 58°, 58° cuya suma escribio 174°.

Nicte pregunto “;como es posible que a Dzan le dio 58° y a mi 62°?”

Las adolescentes llevaron a cabo la actividad marcando los angulos interiores con diferentes
colores. Luego, recortaron el triangulo y sus dngulos. A continuacion, trazaron una linea recta y un
punto sobre ella, colocaron los angulos del mismo lado de la recta de tal manera que sus vértices
coincidieran en el punto sefialado. Para su sorpresa, al completar el ejercicio, descubrieron que la

suma de los tres angulos era de 180° y que habian tomado mal la medida de los dngulos.

Figura 82

Trabajo realizado por las adolescentes en la Actividad 7.
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Dzan obtuvo una suma Yamil obtuvo una suma Nicte obtuvo una suma

de 174° de 182° de 186°

Para hacer la demostracion del teorema, se realizo la accion de dibujar un tridngulo y
duplicarlo en otra hoja. La demostracion de que la suma de los angulos interiores de un tridngulo
es 180° se hizo por medio de doblado de papel. Esta sesion se llevo a cabo en un dia festivo. Durante
la demostracion de la propiedad, ademas de Nicte, Yamil y Dzan, habia ocho ninas mas alrededor

de la mesa, todas atentas a la actividad. Cada una de ellas traz6 un triangulo e hizo la demostracion.

Actividad 8

Esta actividad propone tres ejercicios que involucran el concepto de la suma de angulos

interiores de un triangulo y su coordinacion con los dngulos opuestos por el vértice.

Nicte

El trabajo de Nicte da evidencia de que ha construido los dngulos opuestos por el vértice y
la suma de los angulos interiores de un tridngulo como Accidn. A lo largo de sus ejercicios, resolvid
cada problema utilizando procedimientos formales, planteando y resolviendo, en cada caso, una
ecuacion que involucraba la suma de los tres angulos interiores, lo que evidencia la interiorizacion

en un Proceso. En el segundo ejercicio coordind los angulos opuestos por el vértice con la suma de
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angulos interiores de un triangulo para determinar la medida del angulo faltante del tridngulo. En

el tercer ejercicio, aplicd la suma de angulos interiores de manera independiente a cada triangulo.

Yamil

El trabajo de Yamil da evidencia de que coordina el Proceso de angulos opuestos por el
vértice con el Proceso de la suma de dngulos interiores de un tridngulo. Como se observa en la
Figura 83, en el primer ejercicio, sumo6 los angulos conocidos y calculé mentalmente el angulo
faltante para sumar los 180°. En el segundo ejercicio, identifico los angulos opuestos por el vértice
de los angulos conocidos y realiz6 nuevamente el calculo mental para determinar el angulo que
faltaba. En el tercer ejercicio, determind que el angulo faltante en el triangulo del lado izquierdo
era de 32°, lo cual comprob6 sumando los dngulos al margen, aunque luego borr¢ la operacion. Por
ultimo, en el tridangulo del lado derecho del tercer ejercicio realizo la resta de 180° menos 125°,

obteniendo 65°, aunque escribid 55°, que era la respuesta correcta.

Figura 83

Respuestas de Yamil a la Actividad 8.

Actividad 9

Ejercicios de la guia de COMIPEMS

136



Los ejercicios evaluan angulos complementarios, d&ngulos suplementarios, angulos entre
rectas paralelas cortadas por una secante y la suma de angulos interiores de un triangulo, asi como

la coordinacion de estos conceptos.

Nicte

Nicte se sentia comoda en el examen, de repente gritaba cosas como “genial”, “joh! Dios
estd conmigo”. Como se observa en la Figura 84, el trabajo de Nicte en los ejercicios 1, 2,3 y 4 da
evidencia de que ha construido los dngulos complementarios y suplementarios como Accion,
puesto que los utiliz6 para resolver los ejercicios. Se observa que, para la resolucion de ecuaciones,
hizo por separado las operaciones de los términos semejantes que tienen X; después, regresd con
este resultado a la ecuacion. Cometi6 errores aritméticos, por ejemplo, en el inciso 4, escribié que

la resta de 180-22+4 es 72, lo que la llevo a no poder resolver la ecuacion.

Figura 84
Grupo de respuestas de Nicte en la Actividad 9.

Ejercicio Actividad 9 Procedimiento de Nicte
1 . Observa la éiguiente figura y de acuerdo con ella,
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3 Observa la siguiente figura. De acuerd
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El trabajo de Nicte sugiere que ha interiorizado la Accion de la suma de dngulos interiores
de un triangulo como un Proceso. Esto se evidencia en la resolucion mental de los ejercicios 7y 8,
en este ultimo, argument6 “solo sumé 40 + 110 que son 150 y vi que le faltan 30 para 180. Luego
vi que habia una trampa porque hay dos angulos que sumados dan 180, pero no sabia cuanto

median, asi que solo le sume 150 al de adentro”.

Yamil

Yamil se quedo viendo al vacio. Después de un rato, empez6 a marcar respuestas. De vez

en cuando, decia “no puedo, no me sale” o “me fastidia hacer operaciones cuando no me salen”.
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Cuando escribia alguna operacion en la hoja, la borraba de inmediato, a pesar de que se le pidid

que por favor no lo hiciera. Al terminar los ejercicios se dio el siguiente dialogo.

S: No entiendo, ;como llegaste a estos resultados?

Y: Pero yo si.

S: A ver, explicame.

Y: No sé si estoy bien, pero mira.

o bdh o=

10 por 5 da 50, 10 por 4 da 40, 50 + 40 da 90 y ya.
Solo sume las cantidades y vi cuanto le faltaba, pero sin hacer tantas operaciones.
Yo lo hice de “ave Maria, dame punteria”, porque no me gustan las operaciones.
Se reviso con Yamil el problema 3, después ella resolvio el ejercicio 4.
Y: Yo no sé hacer esos. Lo veo y lo veo y no me sale.
S: Estos tres suman 180°.
Y: Si lo hice asi, pero no me dio.
S: Estaba viendo tu hoja, aqui hay una operacion que borraste y fijate cudl fue el
problema, te saltaste uno de los angulos.
Son 2 por 45, me da 90; mas 15, me dan 105; y 45 mas 30, me da 75. Suma 105 + 75, me
da 180.
Reconocio la relacion entre los angulos y dijo:
Y: Este y este es el mismo, 3 por 5 es 15, mas 40 son 55, y también 5 por 5 mas 30 me
da 55.
Lo resolvié de manera mental.
Nicte le explico a Yamil como resolvio el ejercicio.
Y: No le entendi.
S: ¢ Cual es el angulo de 30°?
Y: Ah, nada mas es completar el angulo, entonces el que falta es 150. Ponen muchas

trampas en este examen.

Yamil se resistio a escribir las operaciones y las borrd cuando lo hacia. En la escuela le

ensefiaron a sustituir los valores de las posibles respuestas para encontrar la solucién de los
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ejercicios, y utiliza este procedimiento al enfrentar problemas similares a los del examen que

presentard. Su razonamiento sugiere que estd en camino a la construccion de los angulos

complementarios y suplementarios como Accion. Sin embargo, se aprecia la construccion de

angulos formados entre paralelas cortados por una secante como Accion. Ha construido la suma de

angulos interiores de un tridngulo como Accidn, lo cual se evidencia en la solucion de los ejercicio

7y 8 que resolvidé de manera mental.

Resultados de las interferencias Fase 11

Tabla 4

Interferencias observadas en la Fase II.

Id. Descripcion Categoria
F2-S1-11 Las adolescentes no habian construido el concepto de angulo Conocimientos
y tampoco sabian cémo medirlo. No sabian utilizar el | previos

transportador. Se discuti6 el concepto de angulo y su medicion,

se trazaron angulos que se midieron con el transportador.

La actividad inicio con el traz6 de un triangulo equilatero de
5 cm y la medicion de sus angulos interiores. Nicte trazo el
triangulo con regla y compds, después tomo el transportador,
midié los angulos y escribié sobre cada uno 120°. La suma de
los tres fue 360°. Después, traz6 un triangulo isosceles con regla
y compas de lados 10, 12 y 12, las medidas de sus angulos
interiores fueron 64°, 67° y 58°, no los sumo (la suma es 189°).
Por ultimo traz6 un tridangulo escaleno de lados 5,4 y 3 cm. Los
angulos que midi6 en este tridngulo fueron 180°, 36° y 50°, cuya

suma es de 272°.

En este punto, Yamil seguia trazando los triangulos
Unicamente con regla, para lo cual primero trazaba un segmento

horizontal como base, ubicaba el punto medio y arriba marcaba
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el tercer vértice al tanteo. Para que los trazara con regla y compas
se le ayudo a sostener el compés de la punta. Para medir los
angulos colocaba el transportador haciendo coincidir el centro
del segmento de la base del tridangulo con el centro del

transportador y veia donde se ubica el vértice opuesto.

F2-S1-12

La sesion coincidié con un puente escolar, lo cual implico
que en la CH estaban todas las chicas de la poblacion. La sesion
se llevo a cabo en el mismo lugar con mucho ruido e
interrupciones. En la mesa, junto con 3 adolescentes que
trabajaban en las actividades, estaba Mia, una nifia de primaria
que resolvia su tarea e interrumpia el trabajo para hacer

comentarios o preguntas.

Entorno

aula

del

F2-S2-11

Al inicio se aplic6 el cuestionario que incluia tres ejercicios
sobre angulos. Cuando las adolescentes respondian el
cuestionario, llegd una adolescentes que nunca se habia
presentado a las sesiones porque asistia a la escuela por las
mafanas. Dzan también iba a presentar el examen de ingreso al
nivel medio superior. La presencia de Dzan presion6 a Nicte,
quien se precipitd a entregar el examen y respondidé mal los

gjercicios.

Dzan se integré a la sesion e intentd resolver los mismos
gjercicios, sin embargo, dijo: “No me acuerdo de nada. Yo
nunca vi angulos, bueno si, pero en quinto”; “Nunca vi nada de
geometria, nunca me dieron esa materia”. Ante esta situacion,
Nicte le explico todo lo que se habia visto de angulos en la
sesion anterior, incluyendo la demostracion de los angulos
opuestos por el vértice. En estd ocasion Nicte respondid los

ejercicios de manera correcta.

Interaccion
entre

adolescentes.

las

F2-S2-12

Cuando estabamos trabajando en una actividad sobre el

teorema de la suma de los angulos interiores de un triangulo, la

Entorno

aula

del
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pedagoga de la casa hogar interrumpi6 la sesion para que las
adolescentes fueran a tomar la colacion. Las chicas estaban
muy enganchadas con la actividad y una de ellas dijo “pero si

acabamos de desayunar”.

F2-S2-13 La demostracion de la suma de los dngulos interiores de un Entorno  del
tridngulos se hizo con doblado de papel, en ese momento habia | aula.
3 nifas sentadas trabajando en la actividad y 8 nifias alrededor

de la mesa. Todas quisieron hacer la actividad.

Conclusiones de la Fase 11

Nicte

El trabajo de Nicte muestra evidencia de que ha construido el concepto de angulos opuestos
por el vértice como Proceso, puesto que los usa cuando los necesita; en particular, para resolver
problemas de angulos entre paralelas cortadas por una secante y en problemas de la suma de los
angulos interiores de un triangulo. Nicte resuelve las actividades de una manera ortodoxa, en la
mayoria de los casos escribe las operaciones o plantea ecuaciones de manera mecanica y las
resuelve. Durante el desarrollo de la Actividad 6 se sucité la interferencia (F2-S2-11), en la cual
Nicte explico a Dzan el concepto de angulos, como medirlos, angulos complementarios,
suplementarios, angulos opuestos por el vértice incluyendo la demostracion formal y angulos entre
paralelas cortadas por una secante. Esta explicacion podria ser evidencia de que los conceptos
mencionados se han interiorizado en un Proceso, puesto que la explicacion se realizo sin recurrir a
sus notas. Nicte comete errores aritméticos frecuentemente, pero su trabajo en las actividades 8 y
9 da evidencia de que ha construido la suma de angulos interiores de un triangulo como un Proceso

el cual coordina con el Proceso de dngulos opuestos por el vértice.

Yamil

En el desarrollo de las actividades, Yamil mostrd problemas de coordinacion motriz en el

uso del compas y del transportador lo cual se evidencia en la interferencia (F2-S1-I1). Por otro
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lado, los ejercicios de la Actividad 9, en la que se reponden ejercicios tipo de la guia de estudio
para ingresar al nivel medio superior, ofrecen cuatro posibles soluciones de las que se debe elegir
una. En sus respuestas, Yamil utiliz6 frecuentemente el método de ensayo y error, sustituia los
valores de las posibles respuestas para elegir la solucion. Yamil se niega a escribir operaciones. A
pesar de esto, su trabajo da evidencia de que ha construido el concepto de angulos complementarios
y suplementarios, al igual que de angulos opuestos por el vértice como Accion. De igual forma
construyo la relacion de los dngulos entre paralelas cortadas por una secante como Accién. Yamil
presenta problemas en la formalizacion. Sin embargo, construy6 la suma de los angulos interiores
de un tridangulo como Proceso, lo que se evidencia en las respuestas a las Gltimas dos preguntas de

la evaluacion de la Actividad 9.

4.2.3 Resultados de la Fase I11

Actividad 1

En esta actividad se evalua el conocimiento previo de las adolescentes sobre tridngulos
rectangulos. En el tercer inciso se evaliian la construcciones sobre suma de angulos interiores que

han realizado las adolescentes.

Nicte

1. {Qué es tridangulo rectangulo?

“No me acuerdo”.

2. (Puede un triangulo tener dos angulos rectos?

“No se”.

3. a) Para determinar la medida del dngulo o Nicte sumo6 los dngulos que conoce y restd este
valor de 180°, aunque borro las operaciones. Como se aprecia en la Figura 85, en el inciso b) sumo
los 4ngulos que conocia, valor que rest6 de 180°, pero cometio errores aritméticos en la resta (180-
32=58). Reconocio que este valor es la medida del angulo interior que faltaba en el tridngulo y que

a su vez es un angulo suplementario del valor que buscaba, hizo la resta y escribiod el resultado.
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Figura 85
Respuestas de Nicte a la Actividad 1 Ejercicio 3 Inciso b).
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2
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En el Ejercicio 3 de la Actividad 1, Nicte ratificd que ha construido el concepto de angulos
suplementarios y la suma de angulos interiores de un tridngulo como Accidon. En su trabajo,
cometio errores que podrian ser producto de la intencion de precipitarse para terminar el trabajo

antes que su compafiera.

Yamil

1. {Qué es tridangulo rectangulo?

“No sé€”.

2. ;Puede un triangulo tener dos angulos rectos?
“No, porque no se formaria”.

4. Yamil hizo operaciones y no las borr6. Su trabajo es evidencia de que ha construido la nocion
de angulos suplementarios y la suma de los angulos interiores de un triangulo como Accion.
Como se observa en la Figura 86 en el inciso a) Yamil realiz6 la suma de los angulos conocidos,
valor que restdé de 180 y comprobo su resultado con la suma de los tres angulos. En el inciso

b), realiz6 el mismo procedimiento y lo complemento calculando el angulo suplementario.

Figura 86
Respuestas de Yamil a la Actividad 1 Ejercicio 3 Inciso a) y b).
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El trabajo de Yamil es evidencia de que no ha construido el concepto de tridngulo
rectdngulo como Accion, puesto que no da una definicion del mismo. Sin embargo, en el Ejercicio
3 da evidencia de que ha construido la nocion de angulos suplementarios y la suma de angulos

interiores de un triangulo como Accion.

Actividad 2

Se proporciond el desarrollo plano de una caja rectangular sin tapa y se les pidi6 a las

adolescentes recortarlo e incluir pestafias para poder pegarlo.

El contexto en los dialogos

N: Recuerdo que yo hacia esto demasiado en geometria.

S: No es necesario hacer pestafias en la parte de arriba porque es una caja sin tapa.

N: No importa, a mi me gusta hacerlo aunque no lo pegue.

Y: No sé usar las tijeras. De verdad que no soy buena para cortar, me estreso mas cortando.
No sé qué estoy haciendo, ;como lo hago? Tampoco soy buena para construir.

S: Ya le mochaste un cacho a tu caja.

Y: Ja, ja, ja.
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N: Tengo manos de chorlito.

S: No se hablen asi a ustedes mismas.

N: Es que mis manos son muy grandes y no alcanzo a aplicarlas.

S: Nicte, ;puedes leer el problema?

N: Una mosca y una hormiga estan paradas al mismo tiempo en el interior de una caja en el
punto marcado con la letra A. Ambas se desplazan al punto B, la hormiga camina por la cajay la
otra va por el aire. ;Como va por el aire?

Y: Si la mooosca.

N: Miss como hizo su mosca, le salié perfecta.

S: Usé de modelo la que anda por aqui.

N: Listo, miss, ya esta.

S: Pueden marcar el punto A y el punto B sobre la caja y, sin hacer calculos, diganme, ;quién
recorre mayor distancia?

N: Yo digo que lo mismo porque es la misma distancia.

S: Hay diferentes caminos, a cada camino lo llamaremos trayectoria. Con un plumon tracen

las trayectorias que recorre cada una.

N: Yo digo que en diagonal.

Y: Lamosca vuela y pum. La hormiga tiene que ir pum, pum, pum. Recorre con su pluma

las aristas.
S: Tenemos las medidas de la caja, 7 de largo, 4 de ancho y 3 de altura.
Y: (Si lo hacemos en forma de ecuacion?

N: Pues me voy por la altura. No sé, miss, esto estd muy dificil.

Y: Serian 14 cm.

S: (De quién?, ;de la hormiga o la mosca?

Y: No sé, pero mire, por la diagonal serian 7+3 = 10. La diagonal mide 10. jAh!, es un
tridngulo. 14, porque 7 + 4 + 3.

S: Ya tenemos la longitud de una trayectoria. Pueden encontrar otra trayectoria en que la
hormiga recorra una distancia menor.

N: Yo sigo diciendo que por la diagonal.

S: Puedes trazarla y decirme, ;cuanto mide esa trayectoria?
N:12.
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Y: No, serian igual, la misma cantidad 14.

N: No, porque esta (se refiere a la diagonal) esta evitando la esquina. Forma un triangulo
rectangulo.

S: Entonces, ;/qué es un triangulo rectangulo? Hace ratito me dijiste que no sabias.

N: Un rectdngulo que se puede dividir en tridngulos.

S: Es una forma bonita de decirlo, un tridngulo rectangulo es lo que resulta de dividir un
rectangulo en dos tridngulos.

Y: Yo nunca lo habia pensado. Ah, es encontrar el valor del cateto.

S:'Y ;qué es eso de cateto?

A: Es que mi profesor me dijo que este se llama A porque es la medida mas chica, luego este
es el cateto b, y este es el cateto ¢ y para encontrarlas, yo tenia que sumar a+b y es el resultado del
C.

N: Eres muy rara.

Y: Déjeme ver mi cuaderno, lo acabamos de ver en la escuela.

S: No, por favor, no lo hagas. El triangulo que tiene un angulo de 90° se llama tridngulo
rectangulo. Se dibuja un tridngulo rectangulo y se pregunta, ;cuéles son los lados que forman el
angulo de 90°?

Y:ayb.

S: Ellos se llaman catetos y el otro lado se llama hipotenusa.

N: (De qué me estan hablando?

S: Son solo nombres, cuando tenemos un tridngulo con un angulo de 90°, a los lados que
forman el 4ngulo de 90° se les llaman catetos y al otro lado se le llama hipotenusa.

N: Ay, miss, yo no se€.

S: A la hipotenusa siempre se ponemos de nombre c. ;Se acuerdan lo que habiamos platicado
de la desigualdad del triangulo? Si lo aplicamos al tridngulo rectangulo, la hipotenusa siempre va
a ser mas chica que la suma de las otras dos, y en el caso de la mosca y la arafia, la mosca siempre
va a recorrer una distancia menor.

Y: La distancia que recorreria la mosca serian 11 cm.

S: (Por qué 11 cm?

N: Yo no sé de qué estan hablando.
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S: Nicte, vamos a quedarnos con esta idea, siempre que tengamos un tridangulo que tenga un
angulo de 90°, los lados que forman el angulo de 90° se llaman catetos y el otro lado se llama

hipotenusa.

En esta actividad Nicte realizd Acciones empiricas de corte y construccion de la caja.
Reconoci6 tridngulos rectangulos en el trazo de las trayectorias, sin embargo, cuando Yamil se
adelant6 a hablar de catetos e hipotenusa, se bloqueo, dijo y repitid en varias ocasiones que no
sabia de qué se estaba hablando. Nicte no ha construido el tridngulo rectangulo como Accidn, ya
que lo defini6 como un rectangulo dividido en dos tridngulos, pero no verbaliz6 que es un triangulo
con un angulo recto.

Por otro lado, las Acciones empiricas de construccion de la caja pusieron de manifiesto la
falta de coordinacion de Yamil, situacion que ya se habia presentado en el uso del compas y el
transportador. En esta ocasion, fue con el uso de las tijeras en el momento de recortar y construir
la caja. Yamil argument6 que en la escuela ya habia estudiado triangulos rectangulos, y asociaba a
ellos el teorema de Pitagoras, el cual recordaba de manera errénea. Yamil no ha construido el

triangulo rectangulo como Accion.

Actividad 3

1. Las adolescentes iniciaron la actividad midiendo los dngulos interiores de los triangulos
presentados.
Y: Yo ya me confundi como medir los angulos.
Se revis6 de nuevo el uso del transportador. Después, se les preguntd: ;cuanto suman los
angulos interiores de un triangulo? A coro contestaron que 180°. Se solicité comprobar que la

suma de los angulos que midieron era 180°.

Tabla 5

Medidas de los angulos interiores de los triangulos de la Actividad 3.

Tridngulo Nicte Yamil
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Primero Midié y escribid 73°, Midié y escribid 73°,
46°y 61°. 45°y 62°.
Sumo y ajusto el tercer Hizo la suma 37+45+62
angulo a 62°. = 144. Dijo: “aqui esta mal,
no me da 180. jAh! Ya vi,
cambié el 73 por 37”.
Segundo Midié y escribi6 80°, Midié y escribié 80°, 62
63°y 38°. y 38°.
Sumo y ajusto el ultimo
angulo a 37°.
Tercero Midié y escribi6 90°, 37 Midié y escribi6 90°, 37
y 52°. °y 53°.
Sumo y ajusto la Yamil borr6 las
medida del segundo angulo | operaciones a pesar de que
a38. se le pidié que no lo hiciera.

La siguiente accion consistio en medir la longitud de los lados de cada triangulo.

Tabla 6

Medidas de los lados de los triangulos de la Actividad 3.

Triangulos Nicte Yamil
Primero 10,92y 7.4 9.9,92y7.5
Segundo 10,9y 6 10,9y 6
Tercero 10,8y 6 10,8y 6

Llamaron ¢ al lado de mayor en longitud y a y b a los otros dos lados. En grupo, verificamos
en qué tridngulo se satisface la relacion a? + b? = 2. Esta relacion es el teorema de Pitagoras, el

cual dice que “la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”.
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Y: Esto solo funciona en los tridngulos rectdngulos. ;Pero como le hacemos cuando hay
numeros decimales? Esta mas dificil.
S: Tal vez es un poco mas dificil elevar al cuadrado el nimero decimal, pero lo podemos hacer.

En grupo, observamos que el tercer triangulo era el tnico que satisfizo la relacion.

2. (Pueden a simple vista ver si alguno tiene un angulo de 90°? Ambas lo negaron.

S: Imaginense que no tenemos transportador y queremos saber cual de esos tres triangulos tiene
un angulo recto.

Y: Yo siento que es este. Serialando el triangulo de en medio.

S: Ahora vamos a hacer un ejercicio al revés, vamos a medir los lados y vamos a ver qué

triangulos satisfacen que a® + b? = ¢?. Midan los lados y verifiquen la relacion.

Las adolescentes tuvieron dificultades para hacer las multiplicaciones con decimales.
Después, midieron los angulos y comprobaron que el triangulo cuyos lados cumplia la relacion
tenia un angulo de 90° y coincidia con el que estimaron que tenia el d&ngulo recto. Se mencion6 que
los tridngulos rectangulos satisfacen una relacion geométrica y aritmética: en cualquier triangulo
que tiene un angulo de 90°, se cumplen que a? + b? = c?y, si tres nimeros cumplen est4 relacion,

podemos asegurar que son los lados de un tridngulo que tiene un angulo de 90°.

3. Se realiz6 la demostracion del teorema de Pitdgoras mediante la equivalencia de areas. Las
adolescentes cuestionaron si la demostracion se les preguntaria en el examen. En el desarrollo de

la demostracion, las adolescentes siguieron el razonamiento.

N: Todo eso para ver el teorema de Pitdgoras, pero ;por qué ¢ cuadrado?

S: En la demostracion me estoy fijando en las areas y a partir de ellas puedo llegar a ver la
relacion.

N: Pero no entiendo por qué le pone los cuadrados. Para mi es lo mismo a+b=c, solo que sin el

cuadrado.
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Se dibujé un triangulo rectangulo de lados 3, 4 y 5. Se comprob6 que 3+4 no es igual a 5,
pero que si lo elevamos al cuadrado, si se cumplia la relacion. Nicte escribié en su cuaderno el
teorema de Pitdgoras y anotd que solo se satisface en tridngulos rectdngulos con catetos a y b,

hipotenusa c.

Actividad 4

Para resolver los ejercicios, fue necesario abordar la raiz cuadrada. Para ello, se construy6
una tabla de cuadrados perfectos. Las raices cuadradas se aproximaron en funcion a la cercania que
tenian con algin numero de la tabla. Los ejercicios se realizaron en grupo, entre las adolescentes
y la ponente.

En el ultimo inciso, se observa que para determinar la altura de un triangulo cuya érea es
de 9 cm? y la base mide la mitad de la altura, Yamil resolvid el ejercicio por ensayo y error, y dijo:
“supongamos que la base es 3, la altura seria 6 y como el 4rea del triangulo es base por altura entre

2, entonces seria 6 por 3 = 18, entre dos, da 9. No s¢ si esta bien.”

Actividad 5

Evaluacion

1. Determina la longitud de los segmentos AB, CD y EF de la Figura 87.

Figura 87
Segmentos AB, CD y EF.

1 unidad
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2. (Cuanto mide la hipotenusa de un tridangulo rectangulo cuyos catetos miden 5y 12

unidades respectivamente?

3. Un triangulo rectangulo tiene una hipotenusa de 25 cm y un cateto de 7 cm. ;Cudnto mide

el otro cateto?

El contexto en los didlogos

Al inicio de la evaluacion, Yamil pregunto:

Y: (Como que longitud?

S: (Se acuerdan de que la longitud es lo que mide un segmento? En el margen dice que la
unidad de medida es la longitud de un cuadrito de la cuadricula de la hoja.

Y: Entonces AB es 4.

Nicte dobl6 el examen de manera que la cuadricula le sirviera como regla.

S: La pregunta es, ;podemos conocer la longitud del segmento EF si no tenemos una regla?

N:Y sin maltratar el examen.

S: Si pueden maltratar el examen, pero...

N: En COMIPEMS no se puede.

S: Podrian buscar otra forma de hacerlo. Ambas se quedaron calladas. ;Qué vimos la clase
pasada?

Y: El teorema de Pitagoras.

S:Y ;qué dice el teorema de Pitdgoras?

Y: ;Coémo que qué dice?

N:Quea+b=c

Y: No, a? + b? = ¢?

S: (Y quiénes sona, by c?

Ambas contestan cateto, cateto, hipotenusa.

S:'Y esto, (donde se satisface?

Y: En un triangulo.

S: ¢En cualquier tridngulo?

N: En un tridngulo rectangulo.
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S: ¢Podrian construir un triangulo rectangulo con el segmento EF?

Y: Si, ya me di cuenta, mire.

Ambas trazan un triangulo rectangulo con la cuadricula.

S: ;Para qué les sirve el triangulo?

Y: Para ver cuantas unidades tiene EF.

S: Nicte, ;te queda claro?

N: Algo.

S: ;Cuanto miden los catetos del triangulo que construiste?

N: 16y 36.

S: (Cuanto mide el segmento horizontal?

N: 6

Y: No, 7.

Nicte cambia el 6 por el 7 y repite las operaciones.

S: (Como sacamos la raiz cuadrada?

Y: Yo estoy haciendo la tabla.

S: ¢ Podrias hacerlo en tu mente?

Y: Contesta rapidamente. Si, 8 por 8 son 64, entonces la raiz de 65 es 8.1.

S: Pero en silencio para que dejemos pensar a Nicte.

N: Yo casi le atiné porque puse que era igual a 8, solo me falto el 0.1.

S: En los siguientes ejercicios es de gran ayuda hacer un dibujo de un tridngulo, no necesita
ser exacto, solo que nos dé una idea de como es ese triangulo.

N: (Aunque no sean las medidas?

S: Solo es para que la mente nos diga “ya se por donde va”.
Nicte
En la Figura 88 se observa que Nicte determiné la longitud de los segmentos horizontal y
vertical contando la cuadricula. Para el segmento inclinado, dibujé un tridngulo rectangulo,

reconocio los catetos y aplico el teorema de Pitagoras para determinar la hipotenusa. Aproximé el

valor de la hipotenusa construyendo la tabla de cuadrados perfectos trabajada en la sesion anterior.
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En la segunda pregunta, traz6 un tridngulo rectdngulo y escribio los valores de los catetos
en los lugares correspondientes y los sustituy6 en el teorema de Pitdgoras. Saco la raiz cuadrada de
169 con la tabla de cuadrados perfectos que escribi6 atras de la hoja.

En la tercera pregunta, traz6 un tridngulo rectangulo y escribio el valor del cateto y la
hipotenusa en el lugar correspondiente, sustituy6 en el teorema de Pitagoras y despejo el valor del
cateto buscado. Intentd completar la lista de los cuadrados perfectos del 10 al 25. No encontro la

raiz cuadrada del nimero 576 y escribid la respuesta como 11.2.

Figura 88.

Respuestas de Nicte a la evaluacion de la Actividad 5.

Yamil

En la Figura 89 se observa que Yamil respondi6 la primera pregunta contando cuadritos

para determina el valor de los segmentos vertical y horizontal. Para el caso del segmento inclinado,
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construyo6 un triangulo rectdngulo y aplicé el teorema de Pitagoras, aproxim¢ el valor de la raiz

cuadrada de 65 diciendo “si 8 por 8 son 64 entonces la raiz de 65 es 8.1”.

En la segunda pregunta, trazé un tridngulo rectangulo y escribi6 los valores de los catetos
en los lugares correspondientes. Aplico el teorema de Pitdgoras y obtuvo de la tabla de cuadrados

perfectos que se trabajo la sesion anterior la raiz cuadrada de 169. Yamil borro6 sus operaciones.

En el tercer ejercicio, Yamil traz6 un triangulo rectangulo, escribié la medida sobre el cateto
y la hipotenusa. Elevo al cuadrado ambos valores y se puede observar en lo borrado que primero
sumo estos valores e intentd sacar la raiz cuadrada de este valor. Después, lo borrd y resto los
valores. Obtuvo la raiz cuadrada del valor buscado haciendo multiplicaciones en la parte trasera de

la hoja.

Figura 89

Respuestas de Yamil a la evaluacion de la Actividad 5.
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Resultados de las Interferencias en la Fase I11

Tabla 7

Interferencias observadas en la Fase II1.

Id.

Descripcion

Categorias

F3-S1-11

S: Me gustaria que escribieran: ;Qué es un triangulo
rectangulo?

Y: Ay, no, ;por qué? Es lo que estoy viendo en la escuela,
pero no me acuerdo.

Nicte escribid “no s¢” y Yamil “no me acuerdo™.

Conocimientos

previos

F3-S1-12

Al resolver ejercicios de la guia de COMIPEMS.

Y: No puedo. ;{No me quiere explicar de nuevo?

S: Si, pero primero quiero que ustedes lo intenten, después
yo voy a resolver los ejercicios, quiero saber de qué se
acuerdan, no para calificarlas sino para saber si lo que yo les
he explicado ha sido suficiente para que puedan resolverlo.

Y: No me sale (y borra el procedimiento).

S: No lo borres.

Y: No, porque si no me sale, me choca hacer operaciones.

S: Me interesaria saber qué escribiste.

Y: Me fastidia hacer operaciones.

Entorno del

aula

F3-S1-13

N: Se pueden esperar tantito, me aturde que hablen.
S: Hace ratito estaba hablando contigo, ahora estoy
hablando con Yamil. Les pido que seamos tolerantes entre

nosotras.

Interaccion de

las adolescentes

F3-S2-11

Las adolescentes recortaban el desarrollo plano de una caja

para la actividad de introduccion del teorema de Pitagoras.

Conocimientos

previos
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Y: No sé usar las tijeras. De verdad que no soy buena para
cortar, me estreso mas cortando porque no puedo cortar. No sé
qué estoy haciendo.

Tampoco soy buena para construir. ;Por qué me ponen
puras cosas que no s¢ hacer?

N: Le mochaste un cacho horrible a tu caja.

F3-S2-12

Y: Forman un tridngulo rectangulo

S: Entonces ;qué es un triangulo rectangulo? Hace ratito
me dijiste que no sabias.

N: Un rectangulo que se puede dividir en triangulos.

S: Es una forma muy bonita de decirlo, un tridngulo
rectangulo se forma de la division de un rectangulo en dos
triangulos.

Y: Yo nunca lo habia pensado. Ah, es encontrar el valor
del cateto.

S: (Y qué es eso de cateto?

Y: Es que mi profesor me dijo que este se llama A porque
es la medida mas chica, luego este es el cateto b, y este es el
cateto c y para encontrarlas, yo tenia que sumar a+b es el
resultado del c.

N: Eres muy rara.

Conocimientos

previos

F3-S2-13

S: Los tridangulo que tiene un angulo de 90° se llama
tridngulos rectdngulos. Dibuj6 un triangulo rectangulo y
escribid los nombres a y b en los catetos y ¢ en la hipotenusa.

S: (Cuadles son los lados que forman el angulo de 90°?

Y:ayb.

S: Esos se llaman catetos y el otro lado se llama
hipotenusa.

N: ;De qué me estan hablando?

Entorno del

aula
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S: Son solo nombres, en todos los libros a los lados que
forman el 4ngulo de 90° se les llaman catetos ay b. A la
hipotenusa que va con h se le llama c.

N: Ay, miss, yo no sé.

S: La hipotenusa siempre se llama c.

N: Yo no sé, porque no sé de qué estan hablando.

F3-S2-14

Pedagoga: ;Qué crees, Yamil? Ya te tienes que ir a
cambiar.

Y: Ay, no, pérame, pérame, nada mas que nos explique
esto.

S: ¢ Yamil te puedes cambiar en 5 minutos?

Y: Si.

Entorno

aula

del

F3-S2-15

Y: Mi maestro también me dijo que C es igual a la raiz
cuadrada de a cuadrada mas b cuadrada.

N: Porqué b al cuadrado y porqué a al cuadrado. jPor dios!

S: No te estreses, con que te quedes con la idea de que es

un tridngulo rectangulo es suficiente.

Entorno

aula

del

F3-S3-16

La sesion inici6 con Yamil porque Nicte habia ido al
psiquiatra.

S: (Cémo estas?

Y: Bien

S: (Deveras? Si te representara con un emoticon, te
dibujaria con una carita triste.

Y: Estoy preocupada y nerviosa.

Entorno

aula

del

F3-S3-17

En la revision de la evaluacion del teorema de Pitagoras,
Nicte se equivoca al hacer operaciones aritméticas. Cuando se
da cuenta, borra el procedimiento muy molesta.

S: No lo borres.

N: No me gusta ver las cosas amontonadas. Ademas, si ya

vi mi error, no me gusta volver a verlo.

Entorno

aula

del
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F3-S3-18 Se reviso el algoritmo de la raiz cuadrada. Al terminar. Entorno  del
Nicte dijo: “a mi me torturaban con eso en primaria 'y por eso | aula

odio las matematicas”.

Conclusiones de la Fase III

Nicte

Nicte realiza las Acciones empiricas de corte y construccion de la caja en la actividad 2.
Reconoce triangulos rectangulos en el trazo de las trayectorias, sin embargo, cuando Yamil se
adelanta a hablar de catetos e hipotenusa, se bloquea y dice en repetidas ocasiones que no sabe de
qué se esta hablando lo que muestra en las interferencias (F3-S2-13) y (F3-S2-I5). Nicte define un
triangulo rectangulo como un rectangulo dividido en dos triangulos, pero no verbaliza que es un

tridngulo con un angulo recto.

Las respuestas de Nicte en la actividad 5 son evidencia de que ha construido la nocion de
triangulo rectdngulo como un Proceso, ya que recurre a él para resolver los ejercicios. Identifica
los elementos que definen los tridngulos rectangulos y es capaz de crear representaciones graficas
de ellos cuando es necesario, como se observa en los ejercicios 2 y 3; en cada caso, ubica la
informacioén correspondiente. Estos ejercicios también son evidencia de la coordinacion del

Proceso de tridngulo rectangulo con el Proceso del teorema de Pitagoras.

Yamil

Por otro lado, las Acciones empiricas de construccion de la caja de la Actividad 2 ponen de
manifiesto la falta de coordinacion de Yamil, situacion que ya se habia presentado en el uso del
compas y el transportador. En esta ocasion, el problema es con el uso de las tijeras en el momento
de recortar y en la construccion de la caja, lo cual se expresa en la interferencias (F3-S2-11). Al
inicio de las actividades, Yamil argumentd que en la escuela ya habia estudiado triangulos

rectangulos y asocia a ellos el teorema de Pitagoras, el cual recuerda como a+b=c.
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Las respuestas de Yamil a la Actividad 5 muestran evidencia de que ha logrado construir la
nocion de triangulo rectangulo como un Proceso, ya que recurre a este concepto para resolver los
ejercicios y es capaz de identificar los elementos que lo definen. Elabora representaciones graficas
de tridngulos rectangulos cuando lo necesita, tal como ocurre en los ejercicios 2 y 3, y reconoce y
escribe la informacion relacionada con ellos. Estos ejercicios son evidencia de la coordinacion del

Proceso de tridngulo rectangulo con el Proceso del teorema de Pitagoras.

4.2.4 Resultados Fase IV- Relaciones entre triangulos: Congruencia

Actividad 1

El contexto en los dialogos

S: Tengo varias actividades para la clase de hoy que me gustaria que hicieran juntas, con un
espiritu de somos equipo y tenemos que resolverlos.

Mactzil se encontraba en el mismo salon y menciona:

M: Miss, es una cosa que pide mucho.

N: A mi casi no me gusta trabajar en equipo.

S: (Por qué?

N: Nunca me ha gustado. Siempre he dicho que no sé trabajar en equipo, bueno, cuando se trata
de exposiciones y todo eso no me gusta. No soporto ver mis ideas con alguien mas.

S: Yo creo que podemos aprender cuando trabajamos con otros, de lo que los otros hacen y
ellos aprenden de lo que nosotros decimos o hacemos. Yo creo que nos enriquece mucho, no nada
mas en matematicas, sino en la vida, es importante aprender a trabajar en equipo.

N: A mi no me gusta, soy muy individualista. Por ejemplo, en la olimpiadas nosotros siempre
ganamos en el individual, pero en lo colectivo, no. Este afio ganamos mucho en lo individual
porque México es un pais muy individualista.

S: A ti, Yamil, jte gusta trabajar en equipo?

Y: Depende de las personas con las que trabaje.

S: Entonces les pregunto, ;quieren trabajar en equipo o quieren hacer los problemas solas?

N: Yo sola.
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Y: A mi me da igual, como sea.

A pesar del didlogo que se generd en la introduccion de la actividad, en el desarrollo de esta
fue la primera vez que las adolescentes colaboraron de manera activa. Realizaron Acciones de
comparacion de triangulos, intercambiando opiniones y estableciendo criterios de seleccion.
Cuando se les pregunté como clasificaron sus familias de tridangulos, ambas coincidieron en que lo
hicieron segin sus lados y su tamafio. A continuacion, se les pidid que buscaran tridngulos

“gemelos”. El siguiente didlogo corresponde a la parte final de la primera actividad.

S: (Por qué son triangulos “gemelos™?

N: Porque son iguales.

S: (A qué se refieren con iguales?

Y: Iguales en color y lados.

S: (Como son los angulos?

N: Iguales.

S: ;Por qué saben que son iguales? No respondieron pero sobrepusieron los triangulos para

verificarlo.

Esta sesion fue la primera ocasion en que las adolescentes trabajaron de manera
colaborativa. Se percibié un cambio en la actitud de las adolescentes hacia el trabajo matematico,

las adolescentes dejaron de agredirse y se hablaron como colegas durante el desarrollo del trabajo..
Actividad 2
Para la  comprobacion de que los  tridangulos de la  actividad
eran “gemelos”, Nicte recortd los triangulos y los sobrepuso. Yamil, por su parte, midio los lados
y comprob6 que eran iguales.
S: (Y los angulos?

Y: No creo que coincidan.

S: ;Puedes medirlos?
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Yamil midi6 los angulos y comprobo que eran iguales.

S: (En qué son iguales dos tridngulos “gemelos”?

N: En todo.

S: Efectivamente, los triangulos “gemelos” tienen todos los lados y todos los angulos iguales.
Los tridngulos “gemelos” en matematicas se conocen como tridngulos congruentes. Los triangulos
congruentes tienen tres lados iguales y tres angulos iguales. En ellos tenemos que identificar los
elementos correspondientes. Los vértices, lados y angulos correspondientes estan en el mismo

lugar.

Actividad 3

Cada participante propuso la longitud de un segmento y, con estos, las adolescentes trazaron

un tridangulo. Las medidas propuestas fueron 7, 10, y 12.

S: (Son congruentes los tridangulos que trazaron?

N: No los veo igual.

Y: Si, yo los veo iguales.

S: (Como definimos la congruencia de triangulos?

Y: Cuando dos triangulos son iguales.

S: Cuando dos triangulos tienen los tres lados y los tres dngulos iguales. ;Coémo podemos

verificar que los tridngulos que trazaron son congruentes?
Nicte recorto los tridngulos y verifico la congruencia sobreponiendo los tridngulos. Yamil,
por su parte, midi6 los lados, se dio cuenta de que su triangulo no tenia las medidas solicitadas y

trazd de nuevo el triangulo; después, midio6 los angulos y verificéd su igualdad.

S: Cuando dos triangulos tienen tres lados iguales podemos asegurar que los tres angulos

también son iguales. Esto se conoce como criterio de congruencia de tridngulos y ellos nos
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garantizan que dos tridangulos son congruentes cuando cumplen algunas condiciones. Por ejemplo,

en este caso tenemos el criterio Lado-Lado-Lado.

Los tridngulos trazados por las adolescentes parecian rectangulos. Para verificar si los
tridngulos tenian un dngulo de 90°, se aplico el teorema de Pitagoras. Después, se definieron los
criterios de congruencia de tridngulos y se realizaron ejercicios de las Guias del examen de ingreso
al nivel medio superior. Durante la actividad, las adolescentes realizaron Acciones de trazo de
triangulos, de comparacion de lados y angulos. En su trabajo se observa evidencia de que han
construido el tridngulo rectangulo y el teorema de Pitagoras, ambos como Procesos; ademas, hay
evidencia de su coordinacion puesto que aplican el teorema de Pitdgoras para verificar si el
triangulo trazado era rectangulo. Por otra parte, la congruencia de tridngulos se construyé como
Accion. En este momento se observa que las adolescentes cuentan con las construcciones

necesarias para realizar las Acciones solicitadas en la actividad.

Actividad 5

Se aplico una evaluacion sobre el concepto de congruencia, los criterios de congruencia de
triangulos y la construccidon de conceptos abordados en las fases anteriores. Nicte empezo a
resolver el examen y dijo “no me acuerdo de nada”. Asi lo escribid en las preguntas sobre

congruencia.

Tabla 8

Respuesta de las adolescentes a la evaluacion de la Actividad 5.

Pregunta Nicte Yamil

Explica qué¢ es la No me acuerdo. La congruencia de tridngulos
congruencia de es cuando los angulos miden
triangulos. igual que el otro triangulo, asi

pasa con los lados.

(Cuales son los No me acuerdo. ALA

criterios de congruencia LAL
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de tridangulos y para qué

sirven?

LLL

Teorema mediante el No me acuerdo. LAL
cual los  siguientes
tridngulos son
congruentes.

Teorema mediante el No me acuerdo ALA

cual los  siguientes
tridngulos son

congruentes.

Encuentra el valor de

x en cada triangulo.

Encuentra el valor de

x en cada triangulo.

Encuentra el valor de

x en cada triangulo.

N: No me acuerdo de nada.

S: (Qué hicimos con los tridngulos que tenemos en la bolsa?

N: jAh! Lo de si tiene lados iguales va a tener los dngulos iguales.

Nicte

164



Se reviso con Nicte los tres primeros ejercicios de congruencia. En los ejercicios 4, 5y 6 de la
ultima actividad revelan algunos de los desafios que enfrenta Nicte. En el ejercicio 4, Nicte dio
evidencia de la construccion del tridngulo rectdngulo y del teorema de Pitdgoras como Accion,
aunque al elevar ocho al cuadrado erroneamente escribe dieciséis y al elevar diez al cuadrado anota
veinte. En el ejercicio 5 da evidencia de la construccion de dngulos suplementarios y de la suma de
angulos interiores de un triangulo como Accién, sin embargo, se equivoca al calcular el angulo
buscado, anotando sesenta en lugar de cincuenta. Una situacion similar ocurre en el ultimo inciso,
donde también evidencia la construccion Accién de angulos suplementarios y de la suma de
angulos interiores de un tridngulo, pero comete errores aritméticos en una resta. Durante la revision
grupal de los ejercicios, se les preguntd a las adolescentes cudnto es la resta de 180 menos 144, y
Nicte respondio 140. Una de las posibles causas de estas confusiones podria ser que Nicte se

apresura a dar respuestas antes que su compafiera.

Yamil

Por otro lado, las respuestas que brindé Yamil en la actividad cinco son evidencia de que ha
construido la congruencia de tridngulos como Accion, ya que no solo es capaz de definirla y
enunciar sus criterios, sino que también los identific6 correctamente en los ejercicios
correspondientes. El trabajo de Yamil es evidencia de que ha construido el tridngulo rectangulo y
el teorema de Pitdgoras como Procesos, puesto que resuelve los ejercicios de manera clara y
algunos procedimientos los hace de manera mental. También ha construido los conceptos de

angulos suplementarios y la suma de los dngulos interiores de un tridngulo como Accion.

Resultados de interferencias de la Fase IV-Relaciones entre triangulos: Congruencia

Tabla 9

Interferencias observadas en la Fase IV Congruencia.

Id. Descripcion Categoria
F4-S1-11 Se les dan hojas impresas con tridngulos para la actividad. Entorno  del
Nicte toma un libro y se pone a leer un libro. aula
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S: Nicte, ;por qué no nos dedicamos un rato completamente
a la clase, le ponemos todas las ganas y acabamos pronto? Traje
este material preparado para trabajarlo con ustedes y me
gustaria que lo completaramos.

F4-S1-12 S: Tengo una actividades para la clase de hoy que me gustaria Entorno  del
que los hicieran juntas, con un espiritu de somos equipo y | aula
tenemos que resolverlos.

Mactzil se encontraba en el mismo salon y menciona:

M: Miss, es una cosa que pide mucho.

N: A mi casi no me gusta trabajar en equipo.

S: ¢Por qué?

N: Nunca me ha gustado. Siempre he dicho que no sé trabajar
en equipo, bueno, cuando se trata de exposiciones y todo eso no
me gusta. No soporto ver mis ideas con alguien mas.

S: Yo creo que podemos aprender cuando trabajamos con
otros, de lo que los otros hacen y ellos aprenden de lo que
nosotros decimos o hacemos. Yo creo que nos enriquece mucho,
no nada mas en matematicas, sino en la vida, es importante
aprender a trabajar en equipo.

N: A mi no me gusta, soy muy individualista. Por ejemplo, en
la olimpiadas nosotros siempre ganamos en el individual, pero en
lo colectivo, no. Este afio ganamos mucho en lo individual porque
México es un pais muy individualista.

S: A ti, Yamil, ;te gusta trabajar en equipo?

Y: Depende de las personas con las que trabaje.

S: Entonces les pregunto, ;quieren trabajar en equipo o
quieren hacer los problemas solas?

N: Yo sola.

Y: A mi me da igual, como sea.

F4-S1-13 La administradora interrumpe la sesion para que Nicte vaya Entorno  del
a la direccion a hablar con la directora. aula y
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Mientras tanto, Yamil mide la longitud de los lados y los Conocimientos
angulos de un tridngulo. previos.

Y: No creo que los esté midiendo bien.

Yamil muestra problemas en la manipulacion del

transportador.

Conclusiones de la Fase IV- Relaciones entre triangulos: Congruencia

Nicte

A pesar de que al principio de la Actividad 1 Nicte se mostraba reacia a trabajar de manera
colaborativa, lo que expresa en la interferencia (F4-S1-12), durante la actvidad ambas adolescentes
lograron unirse como equipo. El trabajo realizado por Nicte evidencia que ha construido el objeto
tridngulo como una figura de tres lados y tres angulos, sobre la cual realiza Acciones. Se observa
que para el trazo del triangulo de la tercera actividad, Nicte sigue recurriendo al trazo de los tres
segmentos que formaran el tridangulo como auxiliares. No obstante, sus respuesta en la evaluacion
de la Actividad 5 son evidencia de que no ha construido la congruencia de tridngulos como Accion.
Sin embargo, cuando se le brind6 el espacio para revisar lo que habia trabajado en términos de
congruencia, logré reconstruirlo. El trabajo de Nicte en los tres ultimos incisos de la misma
actividad, muestran la construccion Accion del teorema de Pitdgoras, de la suma de angulos
interiores de un tridngulo y de los angulos suplmentarios. Sin embargo, las respuestas tienen errores
artiméticos, como es el hacer restas de manera incorrecta o para elevar un nimero al cuadrado, lo

multiplica por dos.
Yamil
Yamil no se muestra renuente al trabajo colaborativo y asi lo expresa, pero la relacion con
su compaiiera no facilita esta dindmica. A pesar de ello, logro formar equipo con Nicte para resolver

la Actividad 1. En la tercera actividad, Yamil trazd el tridngulo solicitado utilizando regla y

compas, aunque no presto suficiente atencion a los trazos, lo que la lleva a la necesidad de repetir
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su trabajo. Las respuestas de Yamil en la Gltima actividad son evidencia de que ha construido los
conceptos de triangulo rectangulo y teorema de Pitdgoras como Procesos, que ademas coordina.
De manera similar, ha construido la suma de dngulos interiores y los d&ngulos suplementarios ambos

como Procesos que también coordina.

4.2.5 Resultados de la Fase IV-Relaciones entre triangulos: Semejanza

Actividad 1

S: (Qué hicimos la clase pasada con los tridngulos?

N: Los clasificamos.

S: (Como fue su clasificacion?

Y: Por lados.

S: Buscamos triangulos que tenian tres lados iguales.

N: Y también angulos.

S: Ahora, les pido que busquen familias que tengan tres angulos iguales.

N: (Como, miss? No entiendo

S: La semana pasada buscaron familias de tridngulos que tenian tres lados iguales, ahora vamos
a buscar familias que tengan tres angulos iguales.

N: Pues todos.

S: Yo me acuerdo que nuestras familias tenian puros miembros gemelos, pero hay otras familias
en las que hay abuelos, padres, hijos, es decir que no todos los miembros de una familia son del
mismo tamano. Las adolescentes comparaban tridangulos, sin embargo no se sentia la integracion
de la sesion de congruencia.

Se compararon los tridngulos en grupo hasta que Nicte encontrd dos triangulos de diferente
tamafio con tres dngulos iguales. Después, entre todas, se encontraron otras familias de dos o tres

triangulos.
S: (Como pueden describir los tridngulos de una familia?

Y: Son los mismos pero de diferente tamaiio.

N: Estan como en escalera.
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Las adolescentes completaron la actividad realizando las Acciones que se ejemplifican en
la Figura 90: seleccionaron dos triangulos de una misma familia, calcaron los triangulos en una
hoja, midieron la longitud de sus lados y dividieron la longitud de los lados correspondientes de

cada pareja de tridngulos. La actividad se realizé en grupo y se definio la semejanza de triangulos.

Figura 90
Trabajo de las adolescentes en la Actividad 1
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Los primeros incisos de esta actividad se enfocan en determinar la semejanza entre parejas de
triangulos que cumplen ciertas caracteristicas.

a) {Son semejantes los triangulos de la Figura 917

Figura 91

Triangulos.

El contexto en los didlogos

N: No.

S. (Por qué?
N. No sé.

Y: 9 entre 3, 9 entre 2, no; porque son 6 entre 3 te da dos. Si jno?
S. (Que estas dividiendo?

Y: Ah, no es 9 entre 3.
S: (Y silos acomodas?

Y: 9 es la hipotenusa.
N: Yo tampoco.

S: No sabemos si son rectdngulos. Yo no los veo como rectangulos.

S: ;Qué relacion hay entre los lados?

Y: Bueno, imaginemos que este es el lado mas grande. Seria 9 entre 3 es 3 y 6 entre 3 te da dos.
S: Ahi hay un detallito. Hasta el momento solo hemos platicado que dos tridngulos son

semejantes si sus angulos son iguales, pero ahora tienen unas parejas de tridngulos de los cuales no
sabemos nada de sus angulos. ;Qué angulos sabemos que son iguales?
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N: Este y este.

S: Solo podemos afirmar que hay una pareja de angulos iguales y es la de opuestos por el
vértice. La relacion entre los lados correspondientes son 9 entre 3 me da tres y seis entre dos
también me da 3. Entonces, de manera andloga a la congruencia, tenemos el criterio de semejanza

llamado LpALp.

En la Actividad 2 inciso b), se presentan dos tridngulos que tienen lados proporcionales y se
pregunta ;son semejantes los tridngulos?

N: Si.

S: (Por qué?

N: Porque cada lado es lo doble del otro.

Y: 12 entre 6 es 2; 10 entre 5, 2; 8 entre 4, 2.

S: De manera andloga a la congruencia existen tres criterios de semejanza que son: AAA,

LpLpLp, LpALp.

Nicte

En el ejercicio 3 de la actividad 2, el trabajo de Nicte evidencia la construccion de la
propiedad de la suma de los angulos interiores de un triangulo como un Proceso y la semejanza de
triangulos como una Accién; ademas, muestra la coordinacion de ambas estructuras, puesto que
determina la medida de los angulos interiores de los tridngulos y con base en esta informacion
responde la pregunta. Como se observa en la Figura 92, Nicte ratifica la construccion del concepto
de semejanza como Accion. Reconoce la relacion entre los angulos de los tridngulos y también la
proporcion entre los lados correspondientes, la cual utiliza para encontrar la longitud del lado que

falta del triangulo.

Figura 92
Respuesta de Nicte a la Actividad 2 Ejercicio 3.
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Yamil

El trabajo de Yamil evidencia que ha construido la propiedad de la suma de los angulos
interiores de un tridngulo como un Proceso, y lo utiliza para responder la pregunta sobre si los
triangulos son semejantes. En su respuesta se observa que ha construido la semejanza como una
Accion, ya que reconoce cuando hay semejanza entre dos tridngulos y cudndo no, con base en la
medida de sus angulos. Sin embargo, escribe “si son proporcionales x tiene los 3 angulos iguales”,
la respuesta del siguiente inciso es similar y dice “no son proporcionales ya que sus angulos no son
iguales” como se observa en la Figura 93. La mencion de que los triangulos son proporcionales en
lugar de semejantes es una muestra de que Yamil ha integrado en la semejanza tanto la igualdad
de los angulos como la proporcionalidad de los lados, lo que se confirma en el ejercicio 3, ya que
reconoce la igualdad entre angulos y la proporcionalidad entre los lados de dos tridngulos

semejantes, la cual utiliza para determinar la longitud del lado faltante de unos de los triangulos.

Figura 93
Respuesta de Yamil a la Actividad 2 Ejercicio 2 Incisos a) y b).

a)

b)
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ACTIVIDAD 5

Yamil

La sesion inici6 con Yamil, ya que Nicte habia ido a una cita con el psiquiatra. Yamil
construy6 el mapa con los conceptos que se habian estudiado sobre triangulos que se presenta en

la Figura 94.

Figura 94

Mapa conceptual elaborado por Yamil en la Actividad 5

2. Determina el valor de x.
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a) Yamil menciona: aqui son 96 para 180, es 84 y escribe las operaciones que se observan en

la Figura 95.

Figura 95
Respuesta de Yamil a la Actividad 5 Ejercicio 2 Inciso a).

b) En el ejercicio se solicita determinar el valor de cada angulo.
Yamil escribid la ecuacion en una hoja y dijo: “recuerdo que primero tengo que sumar las
equis”. Sumo las equis. Después, pensaba que -2+2 era -4, se aclar6 que era cero e hizo la operacion
de 180 entre 12. Después, encontr6 el valor del angulo de 120° y de 13°, los cuales restd de 180°

para determinar el tercer angulo como se observa en la Figura 96.

Figura 96
Respuesta de Yamil a la Actividad 5 Ejercicio 2 Inciso b).
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En los problemas c) y d), dado un triangulo rectangulo, se solicité determinar el valor de x,
que corresponde a un cateto en el inciso ¢) y a la hipotenusa en el inciso d). En la Figura 94 se
aprecia que Yamil dio evidencia de haber construido el tridangulo rectangulo y el teorema de
Pitagoras como Procesos, ademas de que mostr6 su coordinacion.

En el inciso d) se necesitaba determinar el valor de uno de los catetos. Yamil sabia que la
formula se modifica en este caso y escribio de memoria la resta del cuadrado del cateto menos el
cuadrado de la hipotenusa.

S: No, hay un problema en lo que escribiste.

Y: Si, esta bien, porque se le resta.

S: Si lo haces asi, te va a quedar un nimero negativo y no podemos sacar la raiz cuadrada de
un nimero negativo.

Y: Asi nos lo puso el profesor de mate. Eso nos dijo el profesor a nosotros. (Ver Figura 97)

S: Si quieres checamos en tu cuaderno que les dijo tu profesor.

Y: Voy por mi cuaderno.

De regreso, comento:

Y: jChales, creo que quité el apunte! Ya no lo tengo.

Revisamos sus apuntes y confirmamos que el maestro escribi6 la formula de manera correcta.

Y: jAh! Entonces es al revés.

Figura 97.
Respuesta de Yamil a la Actividad 5 Ejercicio 2 Inciso ¢), d) y e).
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En el inciso e), Yamil dice:

Y: No es Pitagoras, es congruencia.

S: (Qué dijiste que era congruencia?

Y: Cuando tienen lados iguales y angulos iguales.

S: De semejanza acabas de escribir que son dos tridngulos que cumplen con el criterio de AAA.
El otro dia me dijiste que eran tridngulos que tienen la misma forma, pero no el mismo tamafo.
(Como son los lados de los triangulos semejantes?

Y: Son iguales. jAh! No, angulos iguales.

S: Y los lados?

Yamil se queda callada.

S: Los lados son proporcionales, es decir, que la division entre dos lados correspondientes
siempre va a ser igual.

Y: Si volteo los tridngulos 4 entre 2 me va a dar 2, entonces 6 entre 3 me va a dar dos.

Nicte lleg6 tarde de su cita con el psiquiatra y tenia que lavar los manteles para la comida;
entonces, en lugar de integrarse a la clase, se fue a lavar manteles. Para las pedagogas era mas
importante que Nicte lavara los manteles, aunque se perdiera la clase. Nicte se incorpord una hora

mas tarde a la sesion. Elabor6 el mapa conceptual que se observa en la Figura 98.

Figura 98.

Mapa conceptual elaborado por Nicte en la Actividad 5.
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En el mapa de conceptos Nicte escribi6 la palabra tridngulo en el centro y dibujo seis flechas
que relacionan los siguientes conceptos:

e Figura de tres lados que se cierran.

e Suma de sus angulos =180°.

e Equilatero = 3 iguales; isosceles = 2 iguales ,1 diferente.

e Congruencia LLL, LAL, ALA.

e Semejanza: Tamaio diferente, forma igual.

e a?+b? = c? 90° Triangulo rectangulo.

A pesar de que Nicte habia mostrado evidencia en las actividades anteriores de la
construccion de angulos suplementarios y de la suma de angulos interiores de un tridngulo como
Accidn, en los ejercicios de la segunda parte de la Actividad 5 cometi6 algunos errores aritméticos.
Resolvid parcialmente el ejercicio de la suma de angulos interiores de un tridngulo, ya que si bien
sumo la medida de los angulos dados de un tridngulo y rest6 este valor de 180°, escribi6 sobre el
tercer angulo el resultado de la suma que habia realizado. No resolvio el ejercicio de angulos
suplementarios. Aplico el teorema de Pitadgoras a dos triangulos rectangulos y obtuvo la medida
solicitada, sin embargo no escribio los procedimientos. Su trabajo indica que atin no ha construido

la semejanza de tridangulos como Acciodn, ya que requiri6 de ayuda para resolver el ultimo ejercicio.

Resultados de Interferencias Fase I'V. Relaciones entre triangulos: Semejanza

Tabla 10

Interferencias observadas en la Fase IV Semejanza.

Id. Descripcion Categoria
F4-S2-11 Y: Lupita (se refiere a la pedagoga), me duele mucho la Entorno  del
pansa, esa cosa me hizo mucho dafio. aula

N: Es por la avena de anoche, me dijeron que estaba cruda.

Y: (Puedo ir al bafio?

S: Si. (Yamil va al bafio y se tarda un rato)
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De regreso en la sesion Yamil bostezaba mucho y se

mostraba con poco animo.

F4-S3-11 La sesion inicio con Yamil porque Nicte tenia cita con el Entorno  del
psiquiatra. aula

Nicte lleg6 tarde de su cita y tenia que lavar los manteles
para la comida, entonces en lugar de integrarse a la clase se fue
a lavar manteles. Para las pedagogas es mas importante que
Nicte lave los manteles aunque se pierda la clase. Nicte se

incorpord una hora después a la clase.

Conclusiones de Relaciones entre triangulos: Semejanza

Nicte

El trabajo de Nicte en los ejercicios de la Actividad 2 muestra evidencia de la construccion
de la propiedad de la suma de los dngulos interiores de un tridngulo como un Proceso y la semejanza
de tridngulos como una Accidn; ademas, muestra su coordinacion, puesto que los utiliza para
resolver los ejercicios. Reconoce en la semejanza de triangulos la relacion entre los angulos de los
tridngulos y la proporcion entre los lados correspondientes, la cual utiliza para encontrar la longitud

del lado que falta del triangulo.

En el mapa conceptual se observa que Nicte ha construido el objeto triangulo, el cual
relaciona con la clasificacion respecto a sus lados, de la cual solo escribid equilateros e isdsceles;
también relaciona el tridngulo con la propiedad de la suma de sus angulos interiores. Establece la
relacion entre triangulo rectangulo y el teorema de Pitdgoras, aunque ambos los escribe de manera
economica. Sobre la congruencia y la semejanza, en la primera menciona los criterios y en la
segunda su definicion. Nicte no resolvid todos los ejercicios la segunda parte de la Actividad 5,
comete errores aritméticos y no muestra evidencia de la construccion de la semejanza de triangulos

como Accion.

Yamil
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El trabajo de Yamil en la Actividad 2 evidencia que ha construido la propiedad de la suma
de los angulos interiores de un tridngulo como un Proceso y lo utiliza para resolver la actividad. En
su respuesta, se observa que ha construido la semejanza como una Accion, ya que reconoce cuando
hay semejanza entre dos tridngulos y cuando no con base en la medida de sus 4ngulos. Escribe que
dos triangulos “si son proporcionales x tiene los 3 angulos iguales”, y en el siguiente inciso escribe
“no son proporcionales ya que sus angulos no son iguales”. La mencion de que los tridngulos son
proporcionales en lugar de semejantes es una muestra de que Yamil ha integrado en la semejanza
tanto la igualdad de los angulos como la proporcionalidad de los lados, lo que se confirma en el
egjercicio 3, ya que reconoce la igualdad entre angulos y la proporcionalidad entre los lados de dos
triangulo semejantes, la cual utiliza para determinar la longitud del lado faltante de unos de los

triangulos.

En la Actividad 5, Yamil elaboré un mapa conceptual que evidencia la construcciéon de un
esquema que integra diversos conceptos que parece haber construido. En el centro del mapa, Yamil
dibuj6 un tridngulo que definié como una “figura de tres lados que se cierran” y relaciond esta
figura con su clasificacion de acuerdo con sus lados, reconociendo asi los triangulos isdsceles,
escalenos y equildteros. Dibuja una flecha para sefialar la conexién con la desigualdad del
tridngulo, que defini6 como “la suma de dos lados tiene que ser mayor que el tercero”. Ademas, el
triangulo central también se vincul6 con los tridngulos rectdngulos, los cuales identifica por tener
un angulo de 90°. Otra flecha conecta estos tridngulos con el teorema de Pitagoras, el cual enfatizod
que “se utiliza solo en tridngulos rectangulos”. Otra flecha relaciona el tridngulo central con la
propiedad de la suma de los angulos interiores. Por ultimo, dos flechas mas vinculan la congruencia
y la semejanza de tridngulos al tridngulo central. En cuanto a la congruencia, Yamil la define como
dos triangulos que tienen lados iguales y angulos iguales, aunque no proporciona una definicion de

semejanza.

El trabajo de Yamil en los ejercicios de la segunda parte de la Actividad 5 muestra evidencia
que ha construido varios Procesos, tales como la suma de angulos interiores de un tridngulo, los
angulos suplementarios, el tridngulo rectangulo y el teorema de Pitagoras, los cuales coordina

cuando lo requiere. No obstante, la congruencia y la semejanza de triangulos al parecer las ha
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construido como Accion. Es relevante mencionar que Yamil enfatizé que no se sentia segura para
el examen, sin embargo, durante la tiltima sesion, en la que se trabajo6 con ella de manera individual,

mostrd una actitud mas positiva hacia el trabajo.

4.2.6. Resultados de la Fase IV Relaciones entre triangulos: Razones trigonométricas

Las adolescentes inician la Actividad 1 de razones trigonométricas trazando un tridngulo

rectangulo, lo recortan y lo calcan en una hoja.

El contexto en los dialogos

Y: ;Cémo sé que es un tridngulo rectangulo?

S: (Qué caracteristica tienen los triangulos rectangulos?

Y: Que tienen un grado de 90°.

S. Un angulo de 90°. Lo que pasa es que para trazar el tridngulo estas utilizando la cuadricula,
y en ella sus lineas son perpendiculares.

Y. (A fuerzas tienen que ser rectangulos?

S: Si.

Yamil traz6 y recortd sus tridngulos y dijo:

Y: Se me fue la mano. Se refiere que al recortar los triangulos no lo hizo de manera precisa.

S: Una pregunta, ;todos los tridngulos rectangulos son semejantes?

N: Pues si, porque tienen el angulo de 90°.

Y: No, porque en el ejercicio anterior vimos dos tridngulos rectangulos que no eran semejantes.

S. Podemos tener dos tridngulos con un angulo de 90° pero los otros dos angulos pueden ser

diferentes.

Las dos adolescentes trazaron de manera independiente los tridngulos solicitados en la
actividad, y se sorprendieron al descubrir que eran semejantes. Se les pidid que dividieran su
triangulo en dos tridngulos semejantes al original. Tras un rato de reflexion e intentos, logramos
resolverlo juntas, dividiendo los tridngulos a lo largo de la altura tomada desde la hipotenusa.

Después, en grupo, verificamos que los triangulos obtenidos eran semejantes al tridngulo original.
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Cuando Yamil se dio cuenta de que los tridngulos que habia recortado eran semejantes, se

emociono6 tanto que lo grit6 con fuerza.

Actividad 2

Figura 99.

Triangulos

S: (Son semejantes los triangulos ABC, AHI, AFG y ADE de la Figura 99?

N: Si, porque tienen un angulo de 90°. Al decirlo, ella sola se dio cuenta que estaba diciendo
algo incorrecto.

S: Con un solo dngulo no puedo asegurarlo.

Y: Si, porque siguen la misma linea del angulo.

S: Los tridngulos ABC y AFG tienen un angulo de 90° y el mismo angulo en el vértice A.
(Como son estos dos triangulos?

En coro contestan: “semejantes”.

El trabajo de las adolescentes en las Actividades 2 y 3 evidencia que han construido

suficientes estructuras para realizar las actividades.

Actividad 4

Antes de iniciar la actividad, en grupo, se elaboré un mapa conceptual del triangulo y sus

propiedades que en esta ocasion incorpor6 la trigonometria.
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El contexto en los dialogos

(Qué es todo lo que sabemos de triangulos?

Y: Un tridngulo es una figura formada por tres lados y tres angulos.

N: Cuya suma es de 180°.

S: Claro, sabemos que la suma es de 180° y, con respecto a los lados, sabemos que la suma de
dos lados siempre es mayor que el tercer lado. ;Qué otra cosa vimos? Vimos tridngulos que tienen
una caracteristica particular.

N: Los triangulos rectangulos.

S: Estos tridngulos cumplen algunas propiedades especiales.

Y: Que a cuadrada mas b cuadrada es igual a ¢ cuadrada.

S: ;Como se llama esto?

Y: Pitagoras

S. Vimos también congruencia y semejanza. ;Qué es congruencia?

Y: Cuando tienen lados y angulos iguales.

S: Exactamente.

Y: Semejanza es dngulos iguales y lados proporcionales.

S: Ahora estamos viendo trigonometria, que es algo que relaciona tridngulos rectangulos y
semejanza. La docente escribe la informacion discutida en grupo en una hoja. Ver Figura 100.

N: jAaaah! Se forma un corazon.

Figura 100

Mapa conceptual elaborado en grupo.
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Y: Se enamoraron los tridngulos rectangulos y la semejanza.

S: La trigonometria relaciona lados y dngulos de triangulos rectangulos.

Después, en la Actividad 4 se definieron las razones trigonométricas y se utilizaron para
determinar las razones trigonométricas de los dngulos en los incisos 2 y 3. Como se observa en la
Figura 101, Nicte muestra evidencia de haber construido el tridngulo rectangulo como un Objeto
sobre el cual puede operar. Lo descompone en los elementos que le dieron origen, lo que deriva en

la aplicacion de las razones trigonométricas como una Accion.

Figura 101
Respuesta de Nicte a la Actividad 4 Ejercicio 3
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Por otra parte, la Figura 102 muestra evidencia que Yamil ha construido el tridngulo
rectangulo como Objeto sobre el cual puede operar y las razones trigonométricas como Accion.
Sin embargo, es notoria la falta de orden mental, la cual no le permite hacer una reflexion mas a
fondo de lo que presenta. Escribe las razones trigonométricas del angulo R, pero confunde las del

angulo P.

Figura 102
Respuesta de Yamil a la Actividad 4 Ejercicio 3.
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Actividad 5

En grupo, se resolvié el Inciso 1, que consiste en determinar la medida de un lado de un

triangulo rectangulo del que se conoce un angulo agudo y otro de los lados.

El contexto en los dialogos

Después de encontrar la medida del angulo buscado se menciona:
S: (A poco no esta padrisimo?
Y: Si. Con mucho desanimo. Es que estoy fuera de mi.
S: No, pues métete adentro de ti porque tenemos muy poco tiempo para el examen.
Y: Es que tengo muchas preocupaciones.

N: Yo estoy super calmada.
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Y: Yo por el examen no me importa, solo que ahorita tengo otras cosas que resolver.

S: ;Mas importantes que el examen?

Y: Si.

S: ¢(No pueden esperar dos semanas?

Y: Si, pero va todo junto, por eso he estado un poco extrafia.

N: A mi, mi psicélogo me dijo “deja todos tus problemas y concéntrate en el examen” y yo dije
“bueno”.

S: ;Podemos dejar las preocupaciones de lado?

Y: No se van, las mias no se van.

En los siguientes incisos, se requiere determinar todos los elementos de un tridngulo

rectangulo del cual solo se conoce un lado y un dngulo.

La Figura 103 evidencia que Nicte ha construido el tridngulo rectdngulo como Objeto, el
cual desencapsula en los elementos que le dan origen y opera sobre ellos. También ha construido
las razones trignométricas como un Proceso puesto que realiza secuencias que ha interiorizado.

Usa lo que ha construido que deriva en la resolucion de los problemas.

Figura 103
Respuestas de Nicte a la Actividad 5 Ejercicio 2
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En la Figura 104 es notoria la falta de formalidad y orden en el trabajo de Yamil. En la
resolucion de los ejercicios de esta actividad empieza a escribir del lado derecho, continua del lado
izquierdo y termina enmedio. Los procedimientos no siguen un orden ldgico, sin embargo en
algunos de ellos llega al resultado correcto. En otras ocasiones determina el resultado de manera
parcial o no la concluye, y escribe el resultado sobre un elemento que no corresponde. Esta falta
de orden no le permite reflexionar a fondo sobre lo que presenta. En el desarrollo de la actividad

comentd: “yo me salté algunos pasos”, “es que me gusta saltarme procedimientos porque todos son

aburridos”.

Figura 104
Respuestas de Yamil a la Actividad 5 Ejercicio 2.

S

Resultados Interferencias Fase IV-Relaciones entre triangulos: Razones Trigonométricas

Tabla 11

Interferencias observadas en la Fase IV Razones Trigonométricas.

Id. Descripcion Categoria
F4-S5-11 Después de encontrar la medida del angulo buscado, la Entorno  del
docente menciona: aula.

S: (A poco no esta padrisimo?

Y: Si (con mucho desdnimo) es que estoy fuera de mi.
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S. No pues métete adentro de ti porque tenemos muy poco
tiempo para el examen.

Y: Es que tengo muchas preocupaciones.

N: Yo estoy super calmada

Y: Yo por el examen no me importa, solo que ahorita tengo
otras cosas que resolver.

S: (Més importantes que el examen?

Y: Si.

S: ¢(No pueden esperar dos semanas?

Y: Si, pero va todo junto, por eso he estado un poco extrafia.

N: A mi, mi psicologo me dijo “deja todos tus problemas y
concéntrate en el examen” y yo dije “bueno”.

S: (Podemos dejar las preocupaciones de lado?

Y: No se van, las mias no se van.

Conclusiones de Fase IV- Relaciones entre Triangulos: Razones Trigonométricas

Nicte

El trabajo de Nicte muestra evidencia de que ha construido el tridngulo rectangulo como un
Objeto sobre el cual puede operar, lo desencapsula en los elementos que le dieron origen y reconoce
en ellos la relacion entre lados y angulos agudos, lo que deriva en la aplicacion de las razones
trigonométricas. También hay evidencia de que ha construido las razones trigonométricas como
Proceso, puesto que es capaz de utilizarlas para determinar valores desconocidos de triangulos

rectangulos a partir de informacién parcial de los mismos.
Yamil
En esta sesion, Yamil manifestd su preocupacion por un problema personal que no le

permitia enfocarse en el trabajo. Esta situacion se refleja en el trabajo que realiz6 y se expresa en

la informalidad y el desorden de su trabajo. Si bien, hay evidencia de que ha construido las razones
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trigonométricas como Accidn, puesto que es capaz de aplicarlas en tridngulos rectos. En los
ejercicios de la tltima actividad se observa falta de 16gica en sus procedimiento, lo cual podria ser

el reflejo del impacto de la situacion emocional sobre su trabajo.

4.2.7 Resumen de construcciones las mentales y las interferencias.

A continuacion, se presenta un resumen de las estructuras mentales y los obstaculos

observados durante la implementacion de las actividades.

FASE 1

Nicte

e En las actividades 4 a 6, evidencio trazo de triangulos como Accion y su posible transicion
a Proceso, sin embargo, utiliza lineas auxiliares para los trazos.

e FEnlaactividad 7, la clasificacion del material evidencio la interiorizacion en Proceso de la
clasificacion de triangulos.

e En laactividad 8 construyd la desigualdad del tridngulo como Accion.

Yamil

e En las actividades 4 y 5 evidencio que no habia construido el trazo de triangulos como
Accion.

e Mostr6 dificultad en la coordinacion motriz en el uso del compas.

e Enlaactividad 8 dio evidencia de la construccién incipiente de la Desigualdad del triangulo

como Accion.

FASE 11

Nicte
e Su trabajo dio evidencia de la construccion del Proceso de angulos opuestos por el vértice.
e La explicacién a Dzan fue una clara manifestacion de la interiorizacién de los angulos

opuestos por el vértice y angulos entre paralelas cortadas por una secante como Proceso.
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En las actividades 8 y 9 mostro la coordinacion de los Procesos de angulos opuestos por el
vértice y el Proceso de la suma de los angulos interiores de un triangulo.

Cometid errores aritméticos que no le permitieron llegar al resultado final de algunos
problemas.

En la actividad 9 evidencio6 la construccion de la suma de los angulos interiores de un

triangulo como un Proceso.

Yamil

Su trabajo en la actividad 9 mostrdé evidencia de la construccion Acciéon de angulos
complementarios, suplementarios y opuestos por el vértice.

En la actividad 7 present6 problemas de coordinacion con uso del transportador.

Evito escribir operaciones lo que limit6 la construccion de Procesos.

Utilizé el método de ensayo y error en la resolucion de ejercicios tipo examen de ingreso
al nivel medio superior.

En la actividad 9 evidencid la construccion de la suma de los angulos interiores de un

triangulo como un Proceso.

FASE 111

Nicte

Mostr6 disposicion al trabajo en la realizacion de las Acciones empiricas de construccion
de la caja en la actividad 2.

En la introduccion de los elementos del triangulo rectangulo, se bloqueo.

En la actividad 5 dio evidencia de la construccion del tridngulo rectangulo como un
Proceso, debido a que reconocio sus elementos y cred representaciones pertinentes.

Construyo el teorema de Pitdgoras como una Accion.

Yamil

Mostrd problemas en el recorte y construccion de la caja de la actividad 2.
En la actividad 5 evidencio la construccion del triangulo rectangulo como un Proceso, lo

identifico y represent6 graficamente.
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e Construyo el teorema de Pitagoras como Proceso y lo coordind con el Proceso de triangulo

rectangulo.

FASE IV: Relaciones entre triangulos

Congruencia

Nicte

e Puso resistencia al trabajo colaborativo.

e Construy6 parcialmente la congruencia de tridngulos como Accion.

e Enlaactividad 5 cometio errores aritméticos en la resolucion de ejercicios, lo que limitd su

solucion.

Yamil

e No se mostr6 renuente al trabajo colaborativo.

e Enlaactividad 5 mostr6 coordinacion de los Procesos de tridngulo rectdngulo y teorema de
Pitagoras.

e La dificultad de la ejecucion motriz y la falta de atencion la obligaron a repetir algunas

actividades.

FASE IV: Relaciones entre triangulos

Semejanza

Nicte

e Dio evidencia de la construccion del Proceso de la suma de los angulos interiores de un
triangulo.

e EIl Mapa Conceptual dio evidencia de la construccion de un Esquema del tridngulo en el
que establecio la relacion con otras estructuras construidas.

e No construy06 la semejanza como Accion.

Yamil
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Su trabajo dio evidencia de la construccion parcial de la semejanza de tridngulos como
Accion.

El Mapa Conceptual dio evidencia de la construccion de un Esquema donde el triangulo
como Objeto estaba bien articulado y conectado con diversas estructuras.

Reconoci6 su inseguridad hacia el examen, lo que podria indicar factores afectivos que

influyeron en su desempefio.

FASE IV: Relaciones entre triangulos

Razones trigonométricas

Nicte

Construyo el tridngulo rectangulo como Objeto, lo que le permite aplicar Acciones y
Procesos.
Construy¢ las razones trigonométricas como un Proceso, ya que no solo las nombra, sino

que las utiliza para resolver problemas.

Yamil

Mostré dificultades significativas derivadas de factores personales que afectaron su
concentracion y desempeiio.

Su trabajo era informal y desordenado, lo que dificultd el desarrollo de las estructuras
mentales.

Construy¢ las razones trigonométricas como Accion.

La influencia del contexto emocional fue significativa e intervino en la atencion,

organizacion y disposicion al trabajo.

4.3 Comparativo de respuestas del examen de conocimientos

En el marco metodologico se declar6 la aplicacion de un examen al inicio de la intervencion,

que sirvio de diagndstico. Al finalizar la intervencion, se aplicd el mismo examen con el proposito
de elaborar un andlisis comparativo de las respuestas obtenidas. Los reactivos del examen fueron

elaborados con base en el tipo de preguntas utilizadas en el examen de COMIPEMS. A
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continuacion se presentan las preguntas con las respuestas por adolescente, donde Al representa la
respuesta anterior a la intervencion y PI la respuesta posterior. Al final se expone un analisis de las

construcciones mentales realizadas por las adolescentes.

Nicte

1. ;(Cual es el valor del angulo H en el triangulo de la Figura 105?

Figura 105

Triangulo

e H

Al: Respuesta 180°.
PI: En la respuesta se aprecia que Nicte reconoce que la suma de los dngulos interiores es 180°.
Suma en el margen de la hoja los dos angulos que conoce. Escribe la medida del angulo que falta,

20°, y del angulo suplementario buscado, que son 160°.

Analisis: De las respuestas de Nicte se puede deducir que ha construido el triangulo como un
Objeto sobre el cual puede operar, entiende la suma de angulos interiores de un tridngulo y el
concepto de angulo suplementario como Procesos, que ademas coordina, ya que incluso hace

algunas de las operaciones de forma mental.

2. Determina el perimetro del triangulo ABC de la Figura 106 y explica tu procedimiento.

Figura 106

Triangulo

a=90°"

AT Nicte escribid: L+L+L = No me acuerdo
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PI: El trabajo de Nicte demuestra que reconoce el tridngulo rectangulo y el teorema de
Pitagoras, los relaciona y utiliza para determinar la longitud del lado faltante y escribe:
52 +12% = ¢?
25 + 144 = ¢?

También muestra evidencia del uso del concepto de raiz cuadrada y escribe:

v169 13

Sobre el lado correspondiente del triangulo, escribié la longitud que encontrd. Sin embargo, no

determina el perimetro del tridngulo que se solicita.

Analisis: Se aprecia que Nicte entiende el tridngulo rectangulo como un Objeto sobre el cual
puede operar. Muestra que ha interiorizado cuéles son los catetos y la hipotenusa del triangulo, usa
lo que ha construido, que deriva en la aplicacion del teorema de Pitdgoras, el cual ha construido
como un Proceso. Se aprecia evidencia de interiorizacién y de que la alumna ha encapsulado el

triangulo rectangulo como Objeto y el teorema de Pitdgoras como un Proceso.

3.Los triangulos ABC y CDE de la Figura 107 son semejantes y se conoce la medida de

tres lados. Determina la longitud de todos los lados del triangulo.

Figura 107

Triangulos semejantes.

AI: Sobre el lado AC marca 24, sobre el lado BC 12, sobre el lado CD 4. Escribio: “Fue lo
primero que se me ocurrio”.

PI: En la Figura 108 se observa que Nicte tiene idea de que la pregunta tiene que ver con
cocientes, sin embargo, en el primer renglon expresa los cocientes de los vértices. En el segundo

renglon expresa el cociente de los lados correspondientes.
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En la parte inferior del lado izquierdo, se aprecia que reconoce el tridangulo CDE como
rectangulo, sustituye en el teorema de Pitagoras los valores de la hipotenusa y un cateto (4 y 5) y
obtiene el valor del otro cateto (3), el cual escribe sobre el segmento CD.

En la parte inferior del lado derecho, sustituye la longitud de tres de los lados en una
proporcion y obtiene la longitud del lado AC (15).

Abajo, realiza el mismo procedimiento y obtiene la longitud del lado BC (9).

Figura 108

Respuestas de Nicte en la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 3.

00 m que representan = del camino de su casa a la escuela

2 hay de su casa a la escuela? Explica tu respuesta

Analisis: Se aprecia que Nicte entiende el tridngulo rectdingulo como un Objeto sobre el cual
puede operar y entiende la relacion de semejanza como un Proceso, puesto que realiza una
secuencia que ha interiorizado.

Nicte muestra que ha interiorizado cuéles son los lados correspondientes y, cuando no los
conoce, usa lo que ha construido, que deriva en la aplicacion del teorema de Pitagoras, el cual ha
construido como un Proceso. Se aprecia evidencia de interiorizacion y que la alumna ha
encapsulado el tridngulo rectangulo como Objeto, la semejanza como Proceso y el teorema de

Pitdgoras como un Proceso también.

4. Determina las razones trigonométricas del angulo A en la Figura 109.

Figura 109

Triangulo.
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Al Nicte escribi6 “no me acuerdo”.
PI: La Figura 110 muestra que Nicte escribio la longitud de cada lado con nlimeros grandes,
después junto al tridngulo escribio la definicion de las razones seno, coseno y tangente. Por tltimo,

sustituyo los valores en las razones correspondiente y dejo los resultados como fraccion.

Figura 110

Respuestas de Nicte a la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 4.

Analisis: Se aprecia que Nicte entiende el tridngulo rectangulo como un Objeto sobre el cual
puede operar. Muestra que ha interiorizado cudles son los catetos y la hipotenusa del triangulo y su
relacion con los angulos. El trabajo evidencia que ha construido las razones trigonométricas como

Accion.

4. Siel coseno del angulo A es 3/5, ;cual es el valor del seno del mismo angulo?

AlI: Escribio6 “no lo he visto”.

PI: Nicte traza un triangulo rectangulo, nombra los vértices como A, B y C. Coloca las
longitudes de los lados que corresponden al coseno del angulo indicado de manera correcta. Del
lado derecho, se observa que utiliza el teorema de Pitdgoras y determina la longitud del lado que
falta. Entre el tridangulo y el procedimiento del teorema de Pitagoras escribe c.a./hip y abajo c.o./hip
lo cual corresponde al seno del angulo buscado. El valor 4/5 que corresponde al seno del angulo

no esta alineado a la razén correspondiente como se observa en la Figura 111.
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Figura 111. Respuestas de Nicte a la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 5

9. Si el coseno del angulo A es 3/5. ;Cual es el valor del seno del mismo
angulo?

~

10. Determina la solucién del sistema de-écuacionesn A

Analisis: Se aprecia el dominio del concepto de triangulo rectdngulo, del teorema de Pitagoras
y de razones trigonométricas. Sin embargo, es notaria la falta de formalidad para escribir las cosas,
no pone los signos de igual y los procedimientos no siguen un orden légico, sin embargo, llega al
resultado correcto, aunque no lo sefiala. Con la respuesta, se confirma que ha construido la nocion
de triangulo rectangulo como objeto y el teorema de Pitagoras se ha construido como un Proceso.
La exploracion del problema por parte de Nicte deja ver que tiene claro el teorema de Pitagoras,
puesto que lo utiliza para obtener el valor del cateto que no conoce y necesita para determinar el
seno del angulo solicitado, su respuesta da evidencia de la construccion de las razones

trigonométricas como Accion.

Yamil

1. ;(Cual es el valor del angulo H de la Figura 112?

Figura 112

Triangulo

Al: Respuesta: “tal vez 180° ya no me acuerdo mucho”.
PI: Yamil sumo6 los dos angulos interiores del tridngulo como 115° + 45° = 60°. No parece
reflexionar sobre la relacion del resultado con los nimeros que esta sumando. Después escribe 20°

en el angulo interior que falta.
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Analisis: Yamil mostro evidencia de haber construido la suma de angulos interiores de un
triangulo y el concepto de angulos suplementarios como Procesos

. Sin embargo, al final de la intervencion, Yamil estaba viviendo una situacion de mucho estrés
por problemas con su mama. Ella misma lo menciono6 en las sesiones. La situacion emocional

rebasaba la preocupacion del examen.

2. Determina el perimetro del triangulo ABC de la Figura 113 y explica tu procedimiento.

Figura 113

Triangulo

Al: Yamil escribio: no me acuerdo la férmula para sacar el P=.
PI: Yamil eleva al cuadrado la longitud de los catetos y suma estos numeros, sin indicar qué
estd haciendo. Después, saca la raiz cuadrada del resultado y la escribe sobre el lado

correspondiente. No determina el perimetro solicitado.

Analisis: Se aprecia que Yamil entiende el tridangulo rectdngulo como un Objeto sobre el cual
puede operar. Muestra que ha interiorizado cudles son los catetos y la hipotenusa del triangulo, usa
lo que ha construido, que deriva en la aplicacion del teorema de Pitagoras, el cual ha construido
como un Proceso. Se aprecia evidencia de interiorizacion y que la alumna ha encapsulado el

triangulo rectangulo como Objeto y el teorema de Pitagoras como un Proceso.

3.Los triangulos ABC y CDE de la Figura 114 son semejantes y se conoce la medida de

tres lados. Determina la longitud de todos los lados de triangulo.

Figura 114

Triangulos semejantes
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Al: Yamil escribio “Volte¢ el tridngulo para poder sacar la medida de los lados”

PI: Yamil plantea el cociente de los lados correspondientes en la parte superior derecha de la
Figura 115. Después, se puede suponer que aplico el teorema de Pitdgoras porque abajo tiene la
resta de 25 menos 16, que le da como resultado 9. En el tridngulo, esta escrito el valor de 3 en el
lado CD. También se observa 9 sobre el lado BC. Del lado izquierdo hay una operacion que borrd
donde se observa la suma 144+81=225. La operacion corresponde a la aplicacion del teorema de
Pitdgoras en el tridngulo ABC, misma que sirvi6 para determinar la longitud del lado que falta (15),

valor que se encuentra escrito sobre el lado correspondiente.

Figura 115

Respuestas de Yamil a la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 3.

¢

Analisis: Se aprecia que Yamil entiende el tridangulo rectdngulo como un Objeto sobre el cual
puede operar y entiende la relacion de semejanza como un Proceso. Da evidencia de que ha
interiorizado cuales son los lados correspondientes de los tridngulos semejantes. Se observa la
aplicacion del teorema de Pitdgoras, el cual ha construido como un Proceso, puesto que lo usa

cuando lo requiere, pero no lo enuncia. Se aprecia evidencia de interiorizaciéon y del
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encapsulamiento del tridngulo rectangulo como Objeto, la semejanza y el teorema de Pitagoras,

ambos como Proceso.

4. Determina las razones trigonométricas del angulo A en la Figura 116.

Figura 116

Triangulo.

Al: Yamil escribi6 “no me acuerdo”.

PI: Yamil escribi6 la definicién de las razones trigonométricas en el centro, no sustituye los
valores, pero si realiza las divisiones (en el lado izquierdo) y en el lado derecho escribe la expresion
decimal de cada razén lo que se observa en la Figura 117. Los valores del seno y coseno son
correctos, sin embargo, no determina el valor de la tangente del angulo A, lo cual podria deberse a

una distraccion por el problema que estaba pasando.

Figura 117

Respuestas de Yamil a la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 4.
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Analisis: Se aprecia que Yamil entiende el tridngulo rectdngulo como un Objeto sobre el cual
puede operar. Muestra que ha interiorizado cudles son los catetos y la hipotenusa del triangulo y su

relacion con los angulos. El trabajo evidencia que ha construido las razones trigonométricas como

Accidn.
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5. Si el coseno del angulo A es 3/5. ;cual es el valor del seno del mismo angulo?

Al: Escribi6 “no lo he visto”.

PI: Dibujé un tridngulo y ubicé en ¢l los valores con la informacion del problema de manera
correcta. Obtuvo el valor del cateto faltante; aunque no es claro como lo obtuvo, es probable que
haya aplicado el teorema de Pitadgoras. Determind la expresion decimal del coseno y obtuvo el seno

del angulo A como fraccion como se observa en la Figura 118.

Figura 118

Respuestas deYamil a la evaluacion de conocimientos, posterior a la intervencion, a la pregunta 5.

Analisis: Después de la intervencion, Yamil construye en triangulo rectangulo como un
Objeto sobre el cual puede operar. Ha interiorizado la relacion entre los lados y angulos del
triangulo y las razones trigonométricas. Se infiere, pero no se observa de manera explicita, la
aplicacion del teorema de Pitagoras, el cual es construido como Proceso puesto que se asume que

no recurre a la escritura de la féormula.

Conclusiones del examen

Nicte

Respecto a las preguntas del examen, los conocimientos previos de no eran suficientes para
poder responder las preguntas del examen en la primera aplicacion (Al). Se observa una diferencia
significativa en la aplicacion posterior a la intervencion (PI). Resuelve los ejercicios de manera
correcta, pero se observa falta de formalidad de los procedimientos: omite signos de igualdad;
escribe lo que sabe, no importa donde, empieza por la derecha, continua a la izquierda y termina
en el medio. Sin duda ha aprendido mucho, su trabajo muestra evidencia de la construccion de

haber construido la suma de angulos interiores y los angulos suplementarios como Accién;
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triangulo rectangulo como Objeto; el teorema de Pitagoras como Proceso y la semejanza de

triangulos y las razones trigonométricas como Acciones.

Yamil

En cuanto a Yamil, en la primera aplicacion (Al) respondié “no me acuerdo” en cuatro de
los cinco ejercicios y uno lo resolvié de manera incorrecta. Hay una diferencia significativa en la
aplicacion posterior, muestra claridad en los conceptos, excepto en la primera pregunta, que no
concluye. Su trabajo es evidencia de la construccion de la suma de angulos interiores y los angulos
suplementarios como Accidn; tridngulo rectdngulo como Objeto; el teorema de Pitdgoras como

Proceso y la semejanza de triangulos y las razones trigonométricas como Acciones.

4.4 Resultados de la entrevista y el evaluacion post-COMIPEMS

Se entrevisto a las adolescentes por separado.

Yamil

Y: Yo queria Conalep pero me dijero que yo podia dar mas, asi que puse como primera
opcion la prepa y me quede en el Bache 13. Me gusta mucho la forma en como trabajan, aunque a
veces mas bien solo nos dedicamos a entregar y con eso pasas, no se trata de aprender, sino de
entregar. Los profes se dedican mas a las entregas que a lo que estudias.

Algunos nos ponen a hacer resimenes y con €so pasas.

S: (Cuantas materias llevas?

Y: 10 materias.

S: ¢ Cuadl es la que mas te gusta?

Y: Mate.

S:;Qué estas viendo?

Y: Bindmios conjugados, Binomio al cuadrado. Lo que se me complica son las ecuaciones
graficas y la de igualacion.

S: Y (tus compaieros?
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Y: Chidos, yo soy la que mas ayudo.

S: He cambiado mucho de amigos. Al principio tenia amigos que eran muy estrictos, después
cambi¢ de amigos.

Ahora cuéntame, ;Coémo te sentiste en el examen de COMIPEMS?

Y: En mate no tan nerviosa. En lo demds se me complicaron fisica, geografia e historia.
Geografia nunca me intereso6. Estaba nerviosa porque cuando quedaba media hora me faltaban 80
preguntas, no me acuerdo si 50 o 80 preguntas.

S: (Cudantas preguntas eran?

Y: 120

S: Me comentaron que ese dia te llevd tu mama al examen.

Y: Si, antes de hacer el examen, algo se me vino a la mente y se me revolvieron las
emociones y algo me decia no vas a poder.

S: Si te dijeran manana tienes que decir que carrera vas a estudiar. ;Qué escogerias?

Y: Contabilidad.

S: Me ayudas a responder un examen para saber qué te acuerdas.

Durante la solucion del Examen en la construccion del cuadrado.

Y: Los vértices y las aristas me confunden.

S: ;(Un cuadrado es una figura de cudntos lados?

Y: Cuatro.

S: ;Qué caracteristicas tienen esos lados?

Y: Todos los lados son iguales.

Yamil lee las preguntas en voz alta y responde las preguntas.

En el inciso ¢) dice es un triangulo recto.

S: (Qué caracteristica tiene ese triangulo?

Y: Yo solo sé que un tridngulo rectangulo tiene un angulo de 90 grados.

S: Exacto

Para determinar el perimetro del tridngulo dice “se suman los tres lados”. Me falta este lado (se
refiere a la hipotenusa), en voz alta dice a? + b% = ¢?. Sustituye el valor de los catetos y determina
la longitud de la hipotenusa aproximando la raiz cuadrada de la suma. Dice: “Seria si no me
equivoco, 16 + 16 y la raiz cuadrada de 32 que debe ser como 5.7” y escribe = 5.7

Para el perimetro suma mentalmente los lados y escribe 13.7
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El inciso e) que pregunta ;Cudnto miden sus tres angulos interiores?

Yamil respondi6 180°.

S: Y (cuanto mide cada dangulo?

Y: No me acuerdo, se me olvido.

S: {Como se median los angulos?

Y: Se me olvidé.

Repasamos como medir angulos:

S: ;Cual es el vértice del angulo?

Y: Este es de 90°. Con el transportador intenta medir un angulo agudo y dice 50.5°

Se revisa el proceso que esta utilizando y lo corrige a 45°.

S: 'Y si ya mediste el angulo ;como podemos saber cuanto mide el angulo que falta?

Y: Sumandolo, 45+90 son 135, 180 menos 135 son 45°.

S: Muy bien!

Y: ;Cual es el seno del angulo B? ;No es eso lo de coca entre hip?

En el margén de la hoja Yamil escribio las definiciones de coseno, seno y tangente. Después
escribe el seno del 4ngulo B y hace la division. También determina la tangente del angulo

solicitado.

Al final del examen.

S: Te felicito. Estoy sorprendida del trabajo que hiciste. Bueno y ahora que vas a hacer en
navidad. ;Vas a ver a tu mama?

Y: Creo que no. Es que tuve problemas con mi mamaé. Bueno ella se enojo conmigo, el chiste
es que me empezo a ofender mucho tltimamente. Iba por mi a escuela y diario llegaba yo llorando
a la casa. El jueves de la semana pasada le puse un alto y entonces me dijo, ah, si va a ser asi,
entonces, cada quien se va por su lado. Pero el viernes, me dijo mi hermana, mi mama quiere ir por
ti a la escuela. Y de nuevo llegd a ofenderme mas y me dijo que no me quiere volver a ver. Que el
domingo iba a ir a ver a mi hermana, pero que no me queria ver a mi. Si pueden que te encierren,
porque no te quiero ver. Yo no le respondi nada. Le dije a mi hermana que no me hablara. Vino y
no me habl6 para nada. La verdad es que me dice cosas muy feas. Mi psicoéloga me dijo que era

mejor que no la viera.
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La verdad es que yo ya me he agarrado a golpes con mi mama. Mi psicologa me dijo que si
seguia asi, no iba a poder regresar con ella.

S: Lo siento mucho Yamil. A todos nos toca pasar diferentes cosas en la vida y a veces las
cosas duras nos fortalecen mucho. Déjame decirte que a mi, me da mucho gusto verte, ver que estas
cursando la preparatoria. ;Ya saliste de vacaciones?

Y: No hasta el jueves. Solo voy a checar calificaciones y a entregar trabajos.

Analisis

Yamil trazé un cuadrado y su diagonal. Yamil ha construido el tridngulo rectangulo como
Proceso, reconocio los elementos que lo determinan, catetos y angulos, de estos ultimos incluso
escribio la medida de sus dngulos. También ha construido el teorema de Pitdgoras como Proceso,
el cual coordina con el Proceso del triangulo rectangulo y con ellos determina la longitud de la

diagonal del cuadrado, valor que aproximé mentalmente.

En las respuestas de Yamil hay evidencia de que ha construido la suma de los angulos interiores
de un tridngulo como un Proceso y las razones trigonométricas como Accion. El problema que se

evidencio fue la dificultad para medir los angulos con el transportador.

Nicte

S: La proxima semana vengo a impartir una conferencia, pero las queria ver antes para saber
(como estan y como se sienten? ;como les ha ido en la prepa?

N: Bueno, yo estoy muy bien y voy super bien. Falté una semana a la escuela y de ahi como
que se me complicaron las cosas. Era una semana de entregar muchos proyectos.

S: (Te enfermaste?

N: No fui por problemas. Pero en matematicas desde el inicio, mal, mal, mal. Sali con 6 del
semestre.

S: (Por qué se te estan complicando las mates?

N: Bueno las ecuaciones si las supe hacer, pero habia luego otras por método grafico y todo

eso si se me complicd. Los porcentajes no se me daban.
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S: Pero ya pasaste.

N: Yo en matematicas, no, ni se diga.

S: Yo te veia muy bien en las clases. De hecho, en el examen de COMIPEMS eres la que
tuvo mejor calificacion de las tres.

N: Pues en matematicas si me fue muy mal este semestre. En inglés saqué 10, en filosofia 9,
en fisica 8 y eso que no sé nada, porque solo resolvimos algunas paginas. En informéatica saqué 6
porque no entregué practicas. En matematicas solo tuve un acierto. Es que mi maestro explicaba
poco porque muchos ya lo sabian. En artistica igual saque 10.

Se omite parte de la entrevista que expone elementos contextuales que no aportan

informacion al andlisis.

S: Por cierto, si hoy tuvieras que decidir que estudiar. ;Qué estudiarias?

N: Lenguas extranjeras.

S: Con razodn te sacaste 100 en inglés.

N: Pero es nivel burrasico.

S: Bueno, ahora la otra cosa es que queria investigar qué se acuerdan de lo que habiamos
visto. ;Me ayudas a responder esta evaluacion?

N: Traza un cuadrado de 4 cm de lado y llama A, B, C, D a los vértices.

S: (Cuadles son los vértices? ;te acuerdas? ;qué caracteristica tiene un cuadrado?

N: Es una figura de 4 lados.

S: (Como son esos lados?

N: Iguales.

S:Y (como son sus angulos?

N: Iguales,

Nicte traza el cuadrado, y su diagonal. Escribio que el triangulo que se formo entre los lados
v la diagonal es rectangulo.

N: El perimetro es la suma de sus tres lados, ;no?

Nicte toma la regla para medir la diagonal.

S: ;Tenemos alguna forma de encontrarlo que no fuera midiendo?

N: Ah, con el teorema de Pitagoras. ; Tengo que hacer el teorema de Pitdgoras?
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Era cateto mas cateto opuesto igual a la hipotenusa. No, era b al cuadrado maés c al cuadrado
igual a d al cuadrado.

Nicte hace las operaciones en voz alta. Para sacar el valor de d saco la raiz cuadrada de 32.

S: ;Cual es el perimetro entonces?

N:4+4+57=9.7

S: Vuelve a hacer la suma.

N:13.7

S: ;Cuanto miden sus tres angulos interiores?

N:90°. Ah no, no es cierto, no es cierto. Un angulo es de 90° y los otros dos son iguales.

S: (Podrias medir uno de ellos?

N: 43°

S: Entonces ;cuanto mide el otro?

N: 153°

Nicte sumo 90 + 43 = 133. Después resto 180 menos 133 y obtuvo 47.

Para determinar el seno y la tangente de un angulo. Escribio las definiciones de las razones
trigonométricas. Para determinar el seno del angulo escribio la razon co/hip=4/5.7 y en la

tangente escribio co/ca = 4/4.

Analisis

El trabajo muestra evidencia de que Nicte construyo el tridngulo rectangulo como un Proceso
y lo coordind con el Proceso del teorema de Pitdgoras. Este tltimo lo utiliza para determinar la
longitud de la diagonal del cuadrado. Ajusta la formula del teorema de Pitdgoras a los lados del
triangulo de catetos b y c, hipotenusa d. Sustituye los valores y aproxima el valor de d.
Construy¢ las razones trigonométricas como Accion, escribi6 la definicion de ellas y las aplico
para determinar las razones solicitadas. Nicte cometi6 errores aritméticos como lo hacia en las

sesiones de trabajo.

4.5Conclusion
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Los resultados de la intervencion didactica con Nicte y Yamil que se exponen en el presente
capitulo permiten observar como la vulnerabilidad, influye en el aprendizaje matematico. En ambos
casos, se identificaron vacios conceptuales en nociones elementales de geometria y dificultades
recurrentes en los procedimientos aritméticos, asi como en la formalizacion de las respuestas. Estas
limitaciones no pueden comprenderse Unicamente como deficiencias cognitivas, sino como
manifestaciones de trayectorias escolares fragmentadas y atravesadas por experiencias de

desigualdad social.

En el caso de Nicte, se evidencid la construccion de Acciones y el avance hacia la construccion
de Procesos y, en algunos momentos, de Objetos, como en el caso del tridngulo rectangulo y las
razones trigonométricas. Sin embargo, la necesidad de apoyarse en trazos auxiliares y la
persistencia de errores aritméticos revelan la fragilidad de estos aprendizajes. Yamil, por su parte,
recurrio frecuentemente al método de ensayo y error, mostrd dificultades motrices en el uso de
instrumentos geométricos y una menor disposicion a formalizar procedimientos. No obstante, logrd
avances significativos en la construccion de Procesos como el triangulo rectdngulo y el teorema de
Pitdgoras, y logré establecer conexiones entre conceptos que evidencid en el Mapa Conceptual.
Ambos casos muestran que, incluso en contextos de vulnerabilidad, es posible favorecer el
desarrollo matematico mediante intervenciones didacticas que acompafien de cerca la actividad de

los estudiantes y tomen en consideracion aspectos cognitivos y afectivos.

El anélisis desde la teoria APOE permitio describir las construcciones mentales que elaboraron
las adolescentes. Sin embargo, desde el plano cognitivo resulta dificil explicar coémo factores
sociales, afectivos y emocionales inciden en la actividad matematica. En Nicte, la dificultad para
trabajar colaborativamente y la inseguridad en sus respuestas revelaron la influencia de la
vulnerabilidad frente a su conocimiento. En Yamil, la interferencia de problemas personales en su
desempefio mostr6 como las condiciones emocionales impactan directamente en la resolucion
matematica. Estos hallazgos reafirman que los estudiantes en situacion de vulnerabilidad aprenden
matematicas desde posiciones atravesadas por desigualdades que no pueden abordarse solo desde

el plano cognitivo.

En este sentido, se hace necesario complementar APOE con enfoques afectivos o sociales, que

permitan comprender como las estudiantes que viven en casas hogar no solo enfrentan la tarea de
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construir conceptos matematicos, sino también la de desarrollar confianza y seguridad en su
aprendizaje de las matematicas. Conocimiento que histdricamente se ha asociado a la exclusion.
Las respuestas a los examenes de evaluacion de conocimientos, muestran que, cuando se aplica
una intervencion didactica sensible a las condiciones de vulnerabilidad, las adolescentes logran
avances significativos en la construccion de conceptos matematicos. Sin embargo, los resultados
también advierten que estos avances pueden ser fragiles si no se consolidan mediante un trabajo

sostenido que tome en cuenta tanto lo cognitivo como lo emocional, afectivo y social.

En conclusion, la experiencia con Nicte y Yamil confirma que la vulnerabilidad condiciona el
aprendizaje matematico de manera compleja, pero no lo determina de forma definitiva. Las
intervenciones didacticas disefiadas desde un enfoque integral tienen el potencial de abrir caminos
hacia aprendizajes y hacia una educacién matemadtica mas inclusiva, que reconozca tanto las
capacidades cognitivas de los estudiantes como las condiciones emocionales y sociales que inciden

en la construccion del conocimiento matematico.

En el siguiente capitulo se presentan la discucion que se desprenden de estos resultados.
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CAPITULO 5

Discusion y conclusiones

5.1. Introduccion

En este capitulo se presenta la discusion de los resultados mostrados en el capitulo anterior y
las conclusiones del trabajo. En la primera parte se analizan elementos cognitivos y sus logros; asi,
la seccion 5.2 destaca un resultado relacionado con la implementacion de la intervencion didactica
que consistid en la construccion de un Esquema. Posteriorimente, en la seccion 5.3 se importancia
de los conocimientos previos en la construccion de conocimiento y su relacion con el contexto de
vulnerabilidad de la poblacion de estudio. En la seccion 5.4 “Resultados en contexto” se analiza la
influencia que tiene la trayectoria de vida de las adolescentes en su aprendizaje de las matematicas.
A continuacion, en la seccion 5.5 se ofrece una reflexion sobre la gestion docente, en la seccion
5.6 se aborda lo referente al aprendizaje y la ensefanza de las matemadticas como un aporte a la
justicia social. En la siguiente seccion se expone la aplicacion de la intervencion didactica a otros
grupos poblacionales, en la seccion 5.8 se dan respuesta a las preguntas de investigacion. Por
ultimo, en las dos secciones finales se presentan las recomendaciones y futuras lineas de

investigacion, asi como las conclusiones del estudio.

5.2 La construccion de un Esquema

Un esquema en el contexto de las matematicas puede definirse como una coleccion de
Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que un individuo ha construido mentalmente. Estas
estructuras que estan interrelacionadas de manera consciente o inconscientemente, conforman un
marco coherente que puede ser utilizado al enfrentar situaciones problemadticas relacionadas con

esa area de las matematicas. (Trigueros, 2005)
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Cuando una persona se enfrenta a un problema matematico, recurre al Esquema que ha
construido, compuesto por las Acciones, Procesos y Objetos y sus relaciones. Es fundamental que
este esquema sea coherente, lo que implica que la persona debe reconocer las distintas situaciones
en las que puede aplicarlo (Dubinsky y McDonald, 2001). Ademas, el Esquema puede ser

tematizado como Objeto, permitiendo la aplicacion de Acciones y Procesos sobre ¢€l.

El desarrollo de un Esquema se lleva a cabo en varias etapas: intra, inter y trans. En la teoria
APOE, esta triada ha demostrado ser util para evaluar la progresion del Esquema (Piaget y Garcia,
2008). La etapa intra se enfoca en los componentes individuales que conforman la estructura del
Esquema. Por ejemplo, en el caso de las figuras geométricas abarca la representacion de cada figura
y sus propiedades de manera independiente. Al establecer conexiones entre estos elementos, se
entra en la etapa inter, donde se reconocen propiedades de las estructuras a través de relaciones
locales y especificas. Finalmente, la etapa trans implica el desarrollo de la percepcion del esquema
como un todo coherente, permitiendo ademas la reflexion sobre las argumentaciones que sustentan

las conexiones entre las distintas estructuras del Esquema.

Segun Piaget y Garcia (2008), el paso de una etapa a otra no se caracteriza por simples
“incrementos” en el conocimiento, sino por una reinterpretacion completa de los conocimientos
previos. Asi, en cada nueva etapa se necesita reconstruir lo que se habia construido en etapas
anteriores. El proceso de desarrollo de un Esquema es gradual y necesita tiempo, ya que el
individuo debe reflexionar sobre sus componentes y las relaciones entre ellos. Una vez que se logra
esta integracion, el Esquema se tematiza, permitiendo que sea utilizado de manera consciente en la

resolucion de problemas.

Aunque en este trabajo no se tenia la intencion explicita de construir un Esquema, la
implementacion de las actividades condujo a su creacion. Esto se puede evidenciar en los elementos
expuestos en los mapas conceptuales, presentados en las Figs. 94 y 98, elaborados por las
adolescentes durante la Fase IV Sesion 3 Actividad 5 de semejanza de triangulos, los cuales reflejan
la construccion de estructuras mentales sobre los conceptos de interés y sus relaciones, ya que la
comprension de un concepto depende de la habilidad para establecer conexiones entre las

estructuras mentales que lo constituyen.

210



Como se vio en los resultados de la Fase IV Sesion 3, las respuestas a la Actividad 5
evidencian que Nicte elabor6 un Esquema que permite reconocer las estructuras mentales que
construy6 sobre el tridangulo y sus propiedades. En el mapa conceptual relaciona conceptos de todas
las fases, la relaciones se establece alrededor del Objeto tridngulo. De la Fase I hace referencia a la
definicion del triangulo y a la clasificacion con respecto a la longitud de sus lados, ya que solo
enuncia triangulos equilateros e isosceles. De la Fase Il enuncia que la suma de 4ngulos interiores
de un tridngulo es igual a 180°, de la Fase III reconoce los tridngulos rectangulos y los asocia a la
expresion algebraica del teorema de Pitagoras, sin hacer mencion del mismo. Por altimo de la Fase
IV, relaciones entre tridngulos escribe los criterios de congruencia de tridngulos y una definicion

informal de la semejanza de triangulos.

La respuesta de Yamil a la Actividad 5 de las Fase IV Sesion 3 evidencian las estructuras
mentales y las relaciones que construyo sobre el tridngulo y sus propiedades. De la Fase 1 define
el tridngulo, su clasificacidon con respecto a sus lados y la desigualdad del triangulo. De la Fase II
enuncia la suma de angulos interiores de un tridngulo son 180°. De la Fase III definio el tridngulo
rectangulo y lo relaciona explicitamente con el teorema de Pitdgoras, ademas escribi6 la relacion
artimética. De la Fase IV enuncia la definicion de congruencias y sus criterios, e hizo referencia a

la semejanza de tridngulos escribiendo el criterio AAA.

5.3 Sobre los conocimientos previos

Diversos autores han mencionado la importancia de los conocimientos previos en el proceso
de aprendizaje. De acuerdo con Ausubel (2000) el aprendizaje significativo es aquel donde el nuevo
contenido se relaciona con experiencias o conocimientos adquiridos con anterioridad en el
transcurso de la vida. Para Roa-Fuentes y Oktac (2010) la construccion de un concepto esta
relacionada con las estructuras previas de un individuo y las ideas que puede formarse acerca del

objeto durante su interaccion con €l.

En el marco de la teoria APOE, para describir como se construye un concepto en la mente

de un individuo, la DG debe incluir la descripcion de las estructuras que se deben haber construido
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previamente. En este sentido, en la descomposicion genética propuesta en este trabajo para la
construccion del triangulo y sus propiedades, se asumié que un estudiante habia construido
previamente: Punto-Objeto; Segmento-Objeto; longitud-Objeto, Angulo-Objeto y Circunferencia-
Objeto (radio y centro). Sin embargo, durante la aplicacion de la intervencion didéctica se observo
que estos conceptos no habian sido construidos previamente por la poblacion de estudio. Asi que
en la implementacion de las actividades se reconstruyeron los conocimientos previos mencionados,
pero también, sobre la marcha, se reconstruyeron algunos conocimientos que no fueron declarados
en la relacion de conocimientos previos porque que se asumieron como construidos, tal fue el caso

del concepto de triangulo, concepto cuya definicion resulto ser insuficiente o erronea.

En el cuestionario de Actividad 1 de la Fase 1, las adolescentes evidenciaron no haber
construido el concepto de tridngulo, concepto sobre el cual se aplican Acciones para la construccion
de los conceptos abordados en la DG “El triangulo y sus propiedades”. Sobre el concepto de
triangulo, las adolescentes de la poblacion de estudio escribieron definiciones imprecisas. Nicte
definio el triangulo como “una figura geométrica de dos lados iguales y uno diferente”, mientras
que Yamil lo defini6 como “una figura geométrica de tres lados iguales”. De acuerdo con Asiala
et al. (1996) la comprension de un concepto inicia con la manipulacion de las construcciones
mentales previas o de objetos fisicos para construir Acciones. Por lo que resulta dificil construir
conocimiento con base en definiciones erréneas o imprecisas. Ademas, cuando se enfrenta un
problema matematico se recurre a los conocimientos previos sobre los conceptos involucrados en
el tema, haciendo una reconstruccion del conocimiento como resultado de la reflexion sobre las

condiciones del desafio planteado (Roa-Fuentes y Oktac, 2010).

5.4 Resultados en Contexto

Nicte

Desde pequena, su vida ha estado marcada por dificultades. Abandonada por sus padres,
ingresd a la casa hogar a los tres afios de edad. Realizd su educacion primaria en un colegio
particular, el cual otorgaba becas a la poblacion de la casa hogar. Sin embargo, debido a diversos
problemas, fue expulsada. La secundaria no fue mas féacil. Comenzo sus estudios, con beca, en otro

colegio particular, pero también tuvo que abandonarlo por situaciones conflictivas, por lo que
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terminé validando este nivel educativo en el INEA mediante la presentacion de exdmenes. Su vida
es muy cerrada y a pesar de ser muy joven, no sale a la calle ni interactua con otros. No tiene

amigos con quienes convivir.

Su actitud ante la vida esta marcada por el conflicto: nada le gusta, ni siquiera la comida, la
cual siempre le parece desagradable. Ha vivido eventos significativos, uno de ellos fue que rechazo

la idea de ser adoptada, otro, fue la perdida de su festejo de 15 afios por problemas con su actitud.

No conoce su historia, ni sabe como lleg6 a la casa hogar. Vive con miedo constante al fracaso,
lo que la hace evitar nuevas experiencias. A pesar de que le gusta leer, le cuesta trabajo procesar la
informacion que se le presenta. Nicte desea ingresar a una preparatoria de la UNAM vy le gustaria

estudiar disefio de modas o lingiiistica (interprete).

A la pregunta, ;como te sientes con respecto a las matematicas? Nicte respondid que no se
siente capaz en matematicas, pero como debe presentar el examen de ingreso al nivel medio
superior, quiere intentarlo y lo expresa claramente “No me siento capaz de ellas pero al menos lo
quiero intentar”. De acuerdo con lo que dice, ve las matematicas como un obstaculo que tiene que
enfrentar y desde pequefia las ha considerado complejas; ella menciona “Cuando iva en la primaria
tenia una maestra para todas las materias y eso era muy confuso y solia distraerme, asi que no les
entendia” y “No me gustan las matematicas porque son muy dificiles”. Para Nicte las matematicas
son una puerta de entrada al bachillerato: “No es como me sienta, sino como las veo y no me gustan

por como me las ensefiaban poco a poco he tenido que luchar contra ellas y es dificil, pero para

todo se utilizan y mas ahora que tengo que practicar para el comipems”.

La vulnerabilidad de Nicte se expresa en diferentes ambitos. A nivel personal, Nicte expresé
en la primera entrevista que ‘“Me gustaria ser una persona normal”, lo que sugiere que la experiencia
de vivir en una casa hogar la hace sentir diferente. Durante la entrevista, la pedagoga de la casa
hogar comentd que las personas que ahi viven, “no tienen sentimientos de pertenencia”. Otro
comentario de Nicte que refleja esto fue “No me gustan las vacaciones”, lo que confirma que no se
siente bien con su situacion de vida, ya que en lugar de que las vacaciones sean un tiempo que la

alejen de la rutina, para Nicte, podrian ser un recordatorio de su realidad.
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El autoconcepto se entiende como las ideas que una persona tiene sobre si misma, las cuales se
fundamentan en su interaccion con los demds y en la evaluacién que realiza sobre sus propias
acciones (Shavelson et al., 1976). En la etapa de la adolescencia, el autoconcepto experimenta
cambios significativos, vinculados al avance del desarrollo cognitivo y a la variedad de contextos
donde se desenvuelven los jovenes. (Denegri et al., 2007; Lagos-San Martin et al., 2016). En
particular, el autoconcepto matematico se refiere al conjunto de percepciones que una persona tiene
en relacion con su rendimiento en matematicas (Pérez y Diaz, 2008). Nicte comenté de manera
literal en las sesiones de trabajo “Yo con la geometria soy muy mala” (F1-S1-16). En el desarrollo
de la Actividad 3 de la Fase 2 dijo, “Miss me gusta mucho tu letra. La mia es muy panzona y no
me gusta.” y en la Actividad 1 de Fase 3, Nicte construy6 una caja y dijo “tengo manos de chorlito”.
Aunque estos comentarios no se refieren directamente al autoconcepto matematico, si reflejan una

actitud de autoevaluacion negativa.

La familia puede considerarse como la unidad fundamental de la sociedad. Satisface las
necesidades de sus integrantes para que puedan encontrar realizacion en el presente y estar listos
para el futuro (Estrada, 1992). En las casas hogar, hay personal que tienen la capacidad de satisfacer
las necesidades basicas y de cuidado de las nifias y adolescentes que residen alli. No obstante, en
el caso de los nifios que han sido abandonados, la situaciéon no solo les deja una autoestima muy
baja, sino que también les proporciona una perspectiva del mundo que les parece hostil e insegura;
esto se debe a que los padres, quienes son cruciales para ellos, los han rechazado. Ademas, estos
nifos tienden a reflejar sentimiento de frustracion, agresividad, inseguridad e inadecuacion hacia
el entorno, lo que se debe a la escasa atencion recibida de sus padres, por lo que tienen pocas
expectativas de los demaés (Braudy, 1998). Como se mencion6 previamente, Nicte fue una nifia que
fue abandonada por sus padres durante sus primeros afios de vida. Esta circunstancia podria
manifestarse en su dificultad para socializar y trabajar de manera colaborativa, como ella misma
comenta: “Yo soy muy competitiva, me molesta que alguien sepa mas que yo” o “No me gusta

trabajar en equipo, porque no me gusta ver mis ideas en otros”.
Se eligio el término interferencia para referirse a la alteracion o perturbacion en el desarrollo

normal de una actividad. Esta alteracion puede influir de manera positiva o negativa en la sesion.

En el andlisis de las interferencias se identifica una que tiene un impacto positivo, la cual se

214



manifesto en la segunda sesion de la fase 2 (F2-S2-11). Esta interferencia inicié con la respuesta de
las adolescentes a una evaluacion. Nicte completd la evaluacion de forma apresurada y cometid
muchos errores. Mas tarde, se unié Dzan, una adolescente que no habia participado en las sesiones
porque asiste a la secundaria en el turno matutino. Dzan expresé que no conocia o no recordaba los
conceptos que se evaluaban en la sesion. Nicte le explico los conceptos relacionados con los
angulos que se habian visto hasta el momento, abarcando desde el concepto de angulo, su medicion,
angulos complementarios y suplementarios, hasta &ngulos opuestos por el vértice y la relacion de
los angulos formados entre paralelas cortadas por una secante. En su explicacion incluyd la
demostracion de la igualdad de los angulos opuestos por el vértice. Respondié con Dzan la
evaluacion y en esa ocasion no cometio errores. Este fue un acto de metacognicion. La cognicion
se refiere a las funciones mentales que se centran en recordar, comprender, enfocar la atencion y
procesar la informacion. En cambio, la metacognicion se refiere al conocimiento y la regulacion
de los propios procesos cognitivos al realizar una tarea determinada (Correa et al., 2002). Existen
diversos modelos de la metacognicion. Schraw y Dennison (1994) presentan un modelo que se
ocupa del conocimiento de la cognicién y su regulacion. Clasifican el conocimiento en tres
categorias; conocimiento declarativo, conocimiento de procedimiento y conocimiento condicional.
En este contexto, Nicte utilizd el conocimiento de procedimiento que abarca las estrategias y
métodos para resolver un problema o aumentar el conocimiento, asi como el conocimiento
condicional, que se refiere al entendimiento de cudndo y por qué aplicar una estrategia particular.

Es muy probable que mientras Nicte le explicaba a Dzan, también se estaba explicando a si misma.

Yamil

Yamil tiene 14 afios y crecid en un entorno familiar complicado, lo que llevo a la perdida de la
patria potestad debido a la violacion de su derecho a la proteccion. Vivia con su madre, quien tiene
problemas para leer y escribir, profesa una religion muy cerrada y se dedica a vender frutas y
verduras en la entrada de un mercado. Yamil cursa, con gran rezago académico el tercer grado en
una Escuela Secundaria Técnica vespertina de la Ciudad de México. Segun la directora de la casa
hogar menciond que tenia més de dos afios de no asistir a la escuela. Lo que confirma Yamil: “En
sexto llegué a faltar mas de medio afio, pero todavia me dieron mi certificado. En primero por

muchos problemas solo llegué a ir uno o dos meses del afio, falté y me iba a buscar la de trabajo
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social y pues llamaba a mi mama, me iba a buscar y al dia siguiente asistia a la escuela. Llegaba a
asistir y luego ya no asistia. Asi me la pasé hasta segundo grado y después empezé lo de la
pandemia y pues ya no asisti. En segundo para lo de en linea solo fui por mis libros, llegué a
conocer a la profesora de musica, muy buena onda, siempre estuvo ahi conmigo. Y pues en segundo
de secundaria ya no asisti a la escuela”. Yamil recuerda que intentd entregar algunos trabajos. Fue
el 24 de febrero cuando asisti 2 0 3 meses, no lo recuerdo bien y luego volvi a ausentarme; creo
que no vieron un gran desempefio en mi, no vieron que me esforzara tanto. Pero honestamente, “La
verdad a veces si me rompia, me estresaba la escuela, me estresaba muchisimo, muchisimo, me
estresaba ver a mis compaferos, veia que mis profesoras decian, que me estaban esperando, que si
les entregaba ciertas tareas, podia aprobar”. Después fue cuando llegué a la casa hogar. Segun la
directora, llegd en estado de desnutricion severa, aunque con 10 kilos mas de peso. Yamil tiene
contacto con su madre cada dos semanas, lo que altera su rutina. La directora afirma que “Yamil
ocupa el primer lugar en calificaciones en la casa hogar y solo necesitaba una oportunidad”. Aspira
a entrar al CONALEP para estudiar dos carreras técnicas: contabilidad y asistente administrativa

de empresas, antes de continuar su educacidon universitaria en gastronomia.

A la pregunta, ;Como te sientes con respecto a las matematicas? Yamil respondié que “en mi
casa a veces me ponian a estudiar, pero muy poco y no se me quedaban grabadas las cosas hasta
volver a escuchar el tema en la escuela lo recordaba”. No obstante, Yamil reconoce su capacidad
y comenta, “Me siento muy capaz de entender las cosas con facilidad si me lo explican bien”. En

cuanto a las matematicas dice, “Con las matematicas no me llegué a estresar o desesperar”.

La familia desempefia un papel fundamental en el desarrollo del individuo. Segin Soifer (1979)
su objetivo es proteger la vida, que se resume en dos aspectos: la ensefanza y el aprendizaje. Es en
el entorno familiar donde el nifio establece sus primeras interacciones y aprende valores y
conductas, entre otras cosas. Los niflos que crecen en entornos nocivos, con falta de cuidados
consistentes, forman vinculos pobres y carentes de afecto. Existe una conexion significativa entre
el maltrato fisico en la nifiez y la conducta agresiva en la adolescencia (Coohey, 1996). Esta
situacion se evidencia durante el desarrollo de la sesion 3 de la Fase 1, en la que se program6 que
las adolescentes llevaran a cabo una actividad que se habia realizado en la sesion anterior con las

nifias y adolescentes de la casa hogar. La sesion se desarrolld con muchos tropiezos porque Nicte
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estaba resolviendo una situacion delicada con la directora. La actividad comenzdé con una
evaluacion y la preparacion de lo que se llevaria a cabo con la comunidad. Yamil mostraba
entusiasmo por participar. Sin embargo, no se pudo realizar la actividad prevista después de la
conferencia porque Yamil se volvio autoritaria y agresiva con las nifias, impidiéndoles moverse y
tocar cualquier cosa, hablandoles de manera violenta y amenazante. Cuando Nicte se incorpord a
la sesion, Yamil intentaba aplicar la actividad con las nifias de la casa hogar. Nicte se molesto y
cuestiond a Yamil: “;Y tu, qué te sientes?”, “;Por qué nos hablas asi?”. Al final la docente tuvo

que implementar la actividad con la comunidad de la casa hogar.

En el contexto de la educacion matematica, uno de los desafios es entender de qué manera las
trayectorias educativas interrumpidas afectan en el pensamiento matematico, en este estudio, el
interés es con la poblacion de adolescentes que viven en CH, donde las condiciones de vida previas
a la residencia en la CH, suelen caracterizarse por la inestabilidad emocional y la falta de
continuidad en la educacion, lo que tiene un impacto cognitivo importante. Como se menciond
anteriormente, en matematicas un nuevo concepto se construye a partir de los conocimientos
previos. Cuando la asistencia a la escuela se interrumpe, se producen vacios conceptuales que
dificultan el aprendizaje posterior (Schmidt, Houang y Cogan, 2002). En adolescentes que han
experimentado periodos sin escolarizacion, estos vacios se manifiestan en dificultades en el manejo
de conceptos basicos. Por otro lado, la falta de continuidad escolar no solo afecta el rendimiento
académico, sino que también dificulta las relaciones afectivas con compafieros y docentes,
elementos esenciales para el aprendizaje (Perry y Szalavitz, 2006). Esto lo comenta Yamil al relatar
en su historia que regresar a la escuela tras periodos de inasistencia le generaba mucho estrés y que

se sentia presionada cuando los maestros le decian “te estamos esperando”.

Los periodos de inasistencia a la escuela también podrian estar vinculados a la dificultad que
se observo en el trabajo de Yamil en relacion con la escasez de destrezas motrices necesarias para
utilizar el compads, el transportador y las tijeras. Un ejemplo se presenta en la interferencia (F3-S2-
I1) que hace referencia al momento en que las adolescentes recortaban el desarrollo plano de una
caja para la actividad introductoria del teorema de Pitdgoras, Yamil tuvo dificultades para cortar
con las tijeras siguiendo una linea y menciond, “De verdad que no soy buena para cortar y tampoco

para construir. ;Por qué me ponen puras cosas que no sé¢ hacer?” La escasa coordinacion a la hora
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de manejar el compés y las tijeras representa un obstaculo para la participacion de Yamil en las

actividades.

5.5 Gestion docente

En el contexto de adolescentes que viven en casas hogar, el papel del docente en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas adquiere un relevancia fundamental, ya que se constituye como
mediador de los procesos cognitivos y afectivos de las adolescentes, como respuesta a las
condiciones de vulnerabilidad social y educativa. La labor docente en este escenario no se limita a
la transmision de contenidos matematicos, sino que implica tanto la creacion de condiciones para
la construccion del conocimiento, como la consolidacion de un entorno de afecto y seguridad que

garantice la inclusion.

En lo que se refiere a la practica docente, las decisiones, la organizacion del contenido, la
gestion del aula y la forma en que el profesor presenta el conocimiento matematico determinan las
condiciones en las que los estudiantes pueden generar aprendizajes significativos (Garcia et al.,
2012; Gavilan et al., 2007). Asimismo, comprender la ensefianza requiere integrar perspectivas
cognitivas y socioculturales (Even y Schwarz, 2003), lo cual resulta particularmente relevante en

entornos donde la diversidad y la vulnerabilidad son elementos constitutivos del aprendizaje.

La practica docente en esta investigacion esta ligada al marco tedrico. Desde la perspectiva
cognitiva de la teoria APOE, el papel del docente consiste en identificar las estructuras mentales
necesarias para aprender un concepto y disefiar actividades que faciliten a los estudiantes la
construccion de dichas estructuras mentales (Arnon et al., 2014). La descomposicion genética
(DG), permite al docente identificar, seleccionar y disefnar actividades que respondan a los procesos
de construccion del conocimiento matematico (Gavilan et al., 2007). Sin embargo, en el marco de
APOE, la investigacion mostrdé que no basta con declarar los “conocimientos previos” en la DG,
sino que se hace necesario reconocer y reconstruir lo que se denomino “previos de los previos”, es
decir, conocimientos basicos que no se habian construido y que resultan impresindibles para
avanzar en la construccion de otros conceptos. Asi, por ejemplo, en el trabajo con angulos y su

medicion en la Fase II, se revisé de forma reiterada el uso de instrumentos como el compas y el
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transportador, lo que se convirtid en un paso indispensable para posibilitar la construccion de

Objetos como el tridngulo rectangulo.

Tal como se mencion6 antes, la teoria APOE utiliza el ciclo ACE, que se refiere a Actividades,
Discusion en Clase y Ejercicios. En esta parte, la gestion docente respalda la ejecucion de las
actividades, orienta la discusion en clase, ofrece explicaciones y consolidan el trabajo de los
estudiantes. La practica docente, en esta investigacion, se caracterizo por la flexibilidad y la
capacidad de adaptacion. La flexibilidad se refiere a la habilidad de la docente para llevar a cabo
las actividades ya sea con una, dos o tres alumnas, o con la comunidad completa, como sucedi6 en
la actividad 7 de la Fase II que se desarrolld en un dia feriado, en el cual se encontraba toda la
comunidad en la CH. En esta actividad se realizd la demostracion de que la suma los angulos
interiores de un triangulo es 180°, no solo con las tres adolescentes que presentarian el examen de
COMIPEMS, sino con ocho nifas o adolescentes de diferentes niveles educativos que se quisieron
incorporar a la sesion. Por otro lado, la adaptabilidad se refiere a la capacidad para modificar sobre
la marcha la planeacion de las sesiones. Un ejemplo de ello se presenta en la Actividad 5 de la Fase
IV de Relaciones entre Triangulos: Congruencia, cuando después de haber trabajado todas las
actividades del tema de Congruencia, fue necesario reconstruir los conceptos abordados en la
sesion anterior, debido a que las respuestas de las alumnas evidenciaban que no habian construido
la congruencia como Accion. En este sentido la adaptabilidad permitié reconstruir sesiones en
funcion de las necesidades reales de las adolescentes cuando los aprendizajes no se habian

consolidado.

Por otro lado, en el desarrollo de las sesiones se generaron interferencias. De acuerdo a lo
reportado en el capitulo IV de Resultados, algunas de estas interferencias se debian a la dinamica
de la casa hogar, como son las pausas obligatorias para tomar la colacion o la inasistencia de alguna
adolescente por ir al dentista o al psiquiatra. Frente a ello, la docente disefi6 mecanismos para
retomar el trabajo o revitalizar el proceso de aprendizaje. Entre estos mecanismos, se cuenta con la
recapitulacion de contenidos o la aplicacion de ejercicios apropiados para cada situacion. La
posibilidad de adaptar las sesiones sobre la marcha no solo permitié dar continuidad a las
estructuras mentales en construccion, sino que también asegur6d que las estudiantes no quedaran

excluidas de la dindmica de aprendizaje. Dichas adaptaciones, ancladas en la teoria APOE y
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orientadas por la DG, permitieron que las adolescentes pudieran construir conocimiento

matematico en condiciones de vulnerabilidad.

Por otro lado, como se mencion6 la gestion docente no solo organiza contenidos, sino que
también articula el Espacio de Condiciones de Posibilidad que favorece la construccion de
conocimiento matematico con el acompafiamiento afectivo que requiere. De acuerdo con Piaget
(1962) se reconoce que la cognicion no puede separarse del afecto, lo que subraya la importancia
de la generacion del entorno de seguridad y afecto positivo. En este campo, la practica docente
incluyo la escucha atenta y respetuosa a cualquier duda o comentario de las adolescentes, la
retroalimentacion positiva que valora el esfuerzo tanto como el resultado y la creacion de acuerdos
de convivencia que favorecieran un clima de respeto y cordialidad dentro del grupo. Estos
elementos se reflejaron en la disminucion del nimero de interferencias observadas durante las
actividades y de manera significativa, en la continuidad educativa de las adolescentes hacia el nivel
medio superior, reduciendo asi su riesgo de exclusion social y educativa, todo lo cual puede

considerarse un logro de la gestion docente.

Por todo esto, el papel del docente en la ensefianza de las matematicas en adolescentes que
viven en casas hogar se configura como una practica integral que articula lo cognitivo y lo afectivo.
La integracion de la teoria APOE con la pedagogia inclusiva, donde el disefio de actividades
cognitivamente se entrelaza con la construccion de un entorno afectivo y seguro, muestra que la
docente no solo promueve la construccion de conocimiento, sino que también incide en la
continuidad educativa y en la reduccion de riesgos de exclusion, aportando asi a la construccion de

trayectorias escolares mas justas y sostenibles para adolescentes en situacion de vulnerabilidad.

5.6 La enseiianza y el aprendizaje de las matematicas como aporte a la justicia

social

Estudiar la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas con adolescentes que viven en
casas hogar representa una contribucion significativa al campo de la educacion matematica desde
la perspectiva de la justicia social, ya que visibiliza una forma de exclusion que ha sido poco
abordada en la investigacion (Valero, 2012). A diferencia de los grupos poblacionales identificados

en la revision de literatura sobre vulnerabilidad, adultos con baja numeracidad, personas
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desplazadas, poblacion con discapacidad e indigenas o aborigenes, las adolescentes que viven en
casas hogar han recibido poca atencion dentro del campo de la educacion matematica, a pesar de
que enfrentan diversos factores de vulnerabilidad, como son, abandono, dificultad econémica,
violencia, inestabilidad afectiva, interrupciones en su educacién y rezago académico (UNESCO,

2017; Thompson et al., 2018).

Algunos investigadores afirman que la justicia social en el campo de la Matematica
Educativa promueve el desarrollo de herramientas de andlisis critico necesarias para entender la
opresion (Adams et al., 2007; Skovsmose, 2011); otros la ven como un compromiso para cambiar
las condiciones que provocan la desigualdad en el acceso, uso y comprension del conocimiento
matematico (Gutstein, 2006); hay también quienes se refieren a estudiantes que enfrentan
obstaculos en sus oportunidades educativas (Jiménez et al., 2017). Alineada a esta ultima
perspectiva, la intervencion propuesta en esta investigacion busca favorecer la inclusion de la
poblacién de estudio y crear condiciones equitativas de participacion en el ambito escolar. En este
sentido, la justicia social no se limita a la inclusion fisica en el aula, sino que demanda que todos
los estudiantes, particularmente aquellos histéricamente marginados, tengan acceso a formas de
pensar matematicamente que les permitan entender, actuar y transformar su entorno (Gutiérrez,

2009).

El enfoque de justicia social también aborda la importancia de reconocer las voces,
identidades y saberes de los individuos, lo que implica adoptar una postura ética y critica (Civil,
2016). En lugar de centrarse en lo que las adolescentes “no saben” o “no tienen”, esta investigacion
propone coordinar recursos afectivos y cognitivos para la construccion de conocimiento
matematico en condiciones adversas y apuesta por una intervencidon temprana para evitar la
reproduccion de procesos de exclusion documentados en la vida adulta, como es la precarizacion
laboral o el endeudamiento derivado de la baja numeracidad (Gal et al., 2020; Reder, 2020). Esto
apoya la transformacion de las practicas educativas hacia enfoques mas inclusivos, lo que enriquece
la investigacion en educacion matematica, planteando alternativas pedagogicas que reconozcan la

diversidad, la dignidad y el derecho a aprender (Nasir et al., 2008).

5.7 Respuesta a las preguntas de investigacion
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A partir de los resultados obtenidos en el apartado 5 se formulan la respuesta a las preguntas

por caso, al final se acompafia de una comparacion de ambos casos.

Caso Nicte

En relacion con la primera pregunta de investigacion, Jqué construcciones acerca de los
conceptos matematicos seleccionados desarrollan las adolescentes de la CH?, el analisis del caso
de Nicte muestra un avance en la construccion de los conceptos seleccionados en la DG titulada el
tridngulo y sus propiedades. Inicialmente, el trabajo de Nicte evidencia construcciones en el nivel
de Accion, como en el trazo de tridangulos apoyandose en segmentos auxiliares horizontales o en la
aplicacion mecanica de definiciones y algoritmos. Posteriormente, se observan la interiorizacion a
Proceso, particularmente en la clasificacion de tridngulos, los dangulos opuestos por el vértice, la
suma de los angulos interiores de un triangulo y el teorema de Pitdgoras, ya que Nicte es capaz de
utilizar estos conceptos para resolver problemas con ellos, ademas de coordinarlos en distintas
actividades. Finalmente, se identifica la encapsulacion del Objeto triangulo rectangulo, sobre el

cual es capaz de operar para desencapsular sus elementos y aplicar las razones trigonométricas.

El trabajo de Nicte también da cuenta de la coordinacion de procesos, por ejemplo, entre
semejanza de triangulos y suma de angulos interiores, o entre triangulo rectangulo y teorema de
Pitagoras. Estas coordinaciones se evidenciaron en la elaboracion del mapa conceptual, que expuso
la manera en que integra diferentes conceptos matematicos. No obstante, las construcciones
alcanzadas presentan un caracter incipiente y poco formal, lo que se observa en la organizacioén

fragmentada de sus procedimientos y en la persistencia de errores aritméticos basicos.

Respecto a la segunda pregunta, ;qué obsticulos en el aprendizaje de los conceptos
matemadticos seleccionados se evidencian en las adolescentes de casas hogar y como se relacionan
con las condiciones de vulnerabilidad en las que viven?, el caso de Nicte permite identificar
obstaculos cognitivos y afectivo. Entre los primeros, se encuentran la dificultad para generalizar
procedimientos, como en el trazo de tridngulos que siempre inicia con segmentos auxiliares; la
frecuencia de errores aritméticos en sumas, restas y potencias; y la falta de formalidad en sus
procedimientos, que se manifiesta en omisiones de signos de igualdad o en la disposicion
desordenada de los céalculos. Estos elementos revelan un obstaculo, que en ciertas ocasiones hace

que algunos conceptos que se han construido como Accidn no se interioricen en Procesos.
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En cuanto a los obstaculos afectivos, estos se expresan en actitudes de inseguridad, resistencia
al trabajo colaborativo y bloqueos frente a la introduccion de términos desconocidos, como en el
caso de “catetos” e “hipotenusa”. Tales comportamientos sugieren una relacion estrecha entre el
aprendizaje matematico y las condiciones de vulnerabilidad, producto de su trayectoria de vida. La
falta de continuidad educativa, las experiencias emocionales adversas y la limitada disponibilidad
de acompafiamiento académico inciden en la disposicion de Nicte para enfrentar retos cognitivos,

perseverar ante la dificultad y validar sus propios conocimientos.

Caso Yamil

En cuanto a la primera pregunta de investigacion, /qué construcciones acerca de los conceptos
matematicos seleccionados desarrollan las adolescentes de la CH?, el analisis del caso de Yamil
muestra un avance en la construccion de los conceptos incluidos en la DG titulada el tridngulo y
sus propiedades, aunque su trabajo esta relacionado a sus condiciones de vulnerabilidad.
Inicialmente, Yamil no habia construido el Objeto triangulo, y su trazos se limitaban a utilizar
métodos de ensayo y error. Sin embargo, a lo largo del desarrollo de las actividades y de la
retroalimentacion docente, logra reproducir el procedimiento con regla y compds, lo que

paulatinamente la lleva a construir el trazo de tridngulos y su clasificacion como Accion.

El trabajo de Yamil, evidencia que construye conceptos en nivel de Accion, tales como angulos
complementarios, suplementarios, opuestos por el vértice y relaciones en angulos formados por
paralelas cortadas por una secante, al igual que congruencia y semejanza. Al mismo tiempo,
interioriza algunos conceptos como Proceso, en particular en la suma de los angulos interiores de
un triangulo, en la identificacion del tridngulo rectangulo y el teorema de Pitagoras. Procesos que
ademds coordina. El mapa conceptual que elabora Yamil relaciona distintos conceptos como
desigualdad del triangulo, clasificacion de triangulos, triangulo rectangulo y congruencia.
Finalmente, en lo que se refiere a la trigonometria, Yamil aplica las razones trigonométricas en

triangulos rectangulos, lo cual constituye evidencia de una construccion Accion del tema.

En relacion con la segunda pregunta, jqué obstaculos en el aprendizaje de los conceptos
matematicos seleccionados se evidencian en las adolescentes de casas hogar y como se relacionan
con las condiciones de vulnerabilidad en las que viven?, el caso de Yamil permite identificar

obstaculos cognitivos y afectivos. Entre los primeros destacan las dificultades de coordinacion en
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el uso de instrumentos como compas, transportador y tijeras, lo que limita su desempefio en tareas
geométricas basicas; la tendencia a resolver problemas mediante el método de ensayo y error, sin
formalizar procedimientos; y la falta de precision en la representacion y escritura de operaciones.
Estos obstaculos muestran que varios conceptos permanecen en un nivel de Accion y la evidencia

muestra que no alcanza a interiorizarse en Proceso.

Por otro lado, los obstaculos afectivos se reflejan en la inseguridad de Yamil frente a los
contenidos matematicos, en su renuencia inicial a escribir procedimientos, y en el impacto directo
que factores emocionales personales tienen sobre la organizacion de su trabajo, como se observd
en las sesiones de trigonometria. Estas dificultades no pueden comprenderse de manera aislada de
las condiciones de vulnerabilidad como son: trayectorias escolares fragmentadas, falta de
acompafiamiento académico y situaciones emocionales complejas. Su contexto incide tanto en la
dimension motriz (coordinacion en el manejo de instrumentos), como en la disposicion a perseverar

en la tarea y en la confianza en su propio trabajo matematico.

Comparacion entre los casos de Nicte y Yamil

El andlisis comparativo entre el trabajo de Nicte y Yamil permite identificar similitudes u
diferencias en la construccion de conceptos matematicos y en los obstaculos que emergen durante

el proceso de aprendizaje.

En cuanto a las similitudes, ambas adolescentes logran construir Acciones de algunos
conceptos como Congruencia y Semejanza, e interiorizar Procesos, particularmente en los
conceptos de la suma de los angulos interiores del triangulo, la identificacion del tridngulo
rectangulo y la aplicacion del teorema de Pitdgoras. Asimismo, tanto Nicte como Yamil evidencian
la coordinacién de Procesos, lo que muestra un avance hacia la conformaciéon de un Esquema
integrado por los conceptos de la DG, aunque de manera incipiente y poco formal. Finalmente, en
ambas se observa la influencia de obstaculos afectivos, expresados en inseguridad ante nuevos

términos, y en diferente grado, resistencia al trabajo colaborativo y a la formalizacion matematica.

En lo que respecta a las diferencias, En cuanto a los obstaculos cognitivos, el trabajo de Nicte
evidencia persistencia de errores aritméticos bésicos, lo cual limita la consolidacion de las

construcciones mentales. Por otra parte, Yamil logra interiorizar algunas Acciones en Procesos,
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aunque sus construcciones permanecen fragiles debido a obstaculos afectivos intensificados por
sus condiciones de vulnerabilidad. Yamil también enfrenta retos especificos en la coordinacion
motriz con instrumentos geométricos y en la precision de trazos. Los obstaculos afectivos se
manifiestan de manera distinta en las adolescentes, en Nicte se expresan como inseguridad frente
a conceptos desconocidos y resistencia a validar sus conocimientos, mientras que en Yamil se
relacionan de manera mdas directa con su estado emocional, llegando a afectar la légica y

organizacion de sus procedimientos.

Por altimo, en 2022 se presentaron 282 mil 596 aspirantes al examen de ingreso a Nivel Medio
Superior de los cuales el 73.6% obtuvo una de las primeras cinco opciones seleccionadas. Los
resultados del examen de ingreso al nivel medio superior se publicaron dos meses después de la
presentacion del examen. La directora de la CH comentd que las adolescentes ingresaron al
bachillerato. Nicte tuvo una calificacion de 75 puntos, Yamil 68 y después Dzan 60. Todas

alcanzaron un lugar, sin embargo, no fue de sus primeras opciones.

5.8 Recomendaciones y futuras lineas de investigacion

A partir de los resultados obtenidos en esta investigacion, se identifican varias lineas para
investigaciones futuras. En primer lugar, es necesario profundizar en el andlisis de las
construcciones mentales que las adolescentes que viven en CH desarrollan acerca del tridngulo y
sus propiedades, con el proposito de refinar la descomposicion genética y fortalecer la propuesta

didactica.

Es esencial llevar a cabo un seguimiento a mediano y largo plazo del aprendizaje de estas
adolescentes, para evaluar como los conceptos geométricos construidos durante la implementacion
de esta propuesta, influyen en su desempefio en niveles educativos posteriores, en particular en
materias como la geometria analitica. Asimismo, es relevante extender la intervencioén a otros
contenidos matematicos, como el 4lgebra, para investigar si las estrategias didacticas desarrolladas

en este estudio pueden transferirse a otros contenidos.

Asimismo, se propone la creacion de redes de colaboracion entre casas hogar, escuelas,

universidades y organismos publicos para desarrollar programas integrales de formacion docente,
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investigacion aplicada y politicas educativas que consideren las situaciones de vulnerabilidad.
También se deberian disefiar € implementar secuencias didacticas que tomen en cuenta elementos
como las trayectorias escolares interrumpidas, la diversidad de experiencias previas y los
componentes afectivos que influyen en el aprendizaje matematico en contextos de vulnerabilidad.
Desarrollar un modelo tedrico-practico para la ensefianza de las matematicas que este dirigido a
grupos en situacion de vulnerabilidad, integrando dimensiones cognitivas, afectivas y sociales del
aprendizaje. Este enfoque podria contribuir significativamente tanto al campo de la Matematica

Educativa como a la investigacion interdisciplinaria en torno a inclusion, equidad y justicia social.

También se sugiere replicar la intervencion en otras poblaciones vulnerables, como son
estudiantes migrantes o aquellos en situacion de privacion de libertad, lo que permitiria identificar
similitudes y diferencias en aspectos cognitivos y afectivos relacionados con el aprendizaje
matematico. Sobre la implementacion de la intervencion didéctica en otros grupos poblacionales.

Para el caso de grupos de poblaciones vulnerables, se sugiere considerar los siguientes aspectos:

e En primer lugar, se recomienda caracterizar la vulnerabilidad de la poblacion con la que
implementara la intervencion. Definir ;qué tipo de riesgo de exclusion enfrenta este grupo?
y (s se trata de un riesgo relacionado con temas educativos?

e Realizar una evaluacion diagnostica para determinar si la poblacién vulnerable ha
construido los conocimientos previos declarados en la DG, con el proposito de hacer ajustes
si es necesario.

e La intervencion didactica requiere de materiales concretos para llevar a cabo las
actividades, para ello, es esencial de disponer de papel, lapices, regla, compas, transportador
y escuadras.

e A pesar de que los temas tratados en la intervencion son parte del curriculo del eje de
geometria, se recomienda que el docente se familiarice con las actividades propuestas antes
de su implementacion.

e Por ultimo, es recomendable generar un entorno de seguridad y afecto positivo que
favorezca el aprendizaje. Al trabajar con poblaciones vulnerables, es fundamental ser
sensible del contexto especifico en el que se aplicard la intervencion. Ser flexible y adaptar

las actividades a la realidad de esta.
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La intervencion didactica también podria ser implementada en grupos escolares no

vulnerables. En este caso aplican las siguientes recomendaciones:

e Realizar un anélisis contextual para comprender las caracteristicas, necesidades, y recursos
del nuevo grupo.

e Adaptar la intervencion didactica a los conocimientos previos de la poblacion y realizar las
modificaciones necesarias para que sea relevante para los alumnos.

e Considerar los materiales necesarios para realizar las actividades, que en este caso podrian
ser herramientas digitales o plataformas educativas gratuitas como GeoGebra.

e La gestion docente es fundamental en cualquier contexto. El docente actiia como mediador
del proceso de aprendizaje y como creador de un entorno que fomente la comunicacion, la
empatia y la colaboracion.

e La intervencion didactica podria implementarse en aulas de escuelas secundarias para
evaluar los esquemas construidos o el nivel de progreso de los alumnos de tercer afio. La
evaluacion de los conceptos abordados en la intervencion podria servir como un indicador
del desempefio de los estudiantes en el siguiente nivel educativo.

Por ultimo, es recomendable continuar investigando sobre el concepto de vulnerabilidad en la
educacion matematica, ampliando su definiciéon y comprension en funcién de los riesgos de

exclusion que enfrentan nifias, nifios y adolescentes en distintos contextos educativos.

5.9 Conclusion

La intervencion didactica en el 4rea de matematicas, disefiada para adolescentes en condiciones
de vulnerabilidad ha demostrado ser una herramienta eficaz para superar obstaculos académicos
relacionados a su contexto de vida. Este trabajo abordd de manera integral tanto los aspectos
cognitivos del aprendizaje matematico como los aspectos afectivos, mediante la creacion del
espacio de condiciones de posibilidad que favoreciera la participacion y confianza de las

adolescentes.

La intervencién implementada, sustentada cognitivamente en la Descomposicion Genética “El
tridngulo y sus propiedades”, demostr6 ser efectiva para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico y aumentar la confianza de las adolescentes en su capacidad para continuar sus estudios

y enfrentar con mas autonomia el desafio de ingresar a la educacion media superior.
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Esta intervencion permitio a las adolescentes enfrentar un reto académico inmediato y abri6 las
puertas a nuevas oportunidades educativas y personales que las acercan a una vida mas plena. Este
trabajo destaca la importancia de combinar estrategias didacticas efectivas con un apoyo afectivo,
como un camino para transformar las trayectorias de vida de adolescentes que han sido
historicamente marginadas y contribuir asi a una educaciéon matematica mas equitativa, humana e

inclusiva.

Las poblaciones vulnerables requieren de apoyo en su educacion, especialmente en el ambito
de las matematicas. Apoyar su formacion matematica, mejora su condicion de vida. Saber
matematicas permite que los individuos participen activamente en la sociedad, favorece la toma de
decisiones informadas y con ello la transformacion del mundo en el que viven (Schreiber-Barch et
al., 2020).
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SUMANDO POR TI

Ciudad de México, 03 de marzo de 2023

Atencion

Mtra. Silvia Patricia Romero Hidalgo

De acuerdo a su solicitud para realizar la practica de campo de su trabajo de doctorado

titulado “Una propuesta para revertir el rezago educativo y motivar el acercamiento a las

matematicas a jovenes de poblaciones vulnerables” que realiza en el Centro de

Investigacién en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada del Instituto Politécnico

Nacional, hago de su conocimiento que cuenta con la autorizacion para apoyar la

preparacién de la parte matematica del examen de COMIPEMS que presentaran dos

adolescentes de nuestra comunidad el ultimo fin de semana de junio del afio en curso.

Podra usted ingresar al plantel los martes y jueves del 10 de marzo del 2022 al 24 de

junio del 2022 de 11:30 a 13:00 horas.
Agradezco el apoyo recibido para nuestro proyecto.

Atentamente

.
\& SUMANDQ PORTI
i

Mtra. Natalia Buendia Jiménez
Directora de Bienestar

Bosque de ciraclos 130-1104 T UNdacion Sumando Por Ti A.C

Bosques de las Lomas, 11700,
Miguel Hidalgo, COMX. i N
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Nicolds Brave 4 Bis, Santa

Maria Tepepan,
Xochimileo, COMX,
55.76.50.76.93
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ANEXO 2

Guion de entrevista semiestructurada a las adolescentes.

Previa a la intervencion.

a)
b)

Se inicio con la solicitud de que escribieran su biografia matemadtica.
Preguntas:

(Doénde hiciste la primaria?

(Como te fue en la primaria?

(Donde hiciste la secundaria?

(Como te fue en la secundaria?

(Qué te gusta hacer?

(Quiénes son tus mejores amigos?

(En qué lugar te gustaria hacer la preparatoria?

(Te gustaria llegar a la universidad?

SI tu respuesta es afirmativa, ;qué te gustaria estudiar?

Guion para entrevista semiestructurada con los directivos y pedagogos de la casa hogar.

(Cual es el encuadre de la casa hogar?

(Como se divide a las residentes?

(Como es la relacion entre las nifias y adolescentes que viven en la casa hogar?
(Qué tipo de trabajo colaborativo realizan las residentes de la casa hogar?
Historia personal: ;Cuando y por qué ingresaron a la casa hogar?

(Cual es el contexto personal y actual de cada adolescente?

Guion de entrevista a las adolescentes post-COMIPEMS

Entrevista realizada seis meses después de la intervencion

(,Como has estado?

(Como te has sentido en la escuela?

(Como te ha ido en la escuela?

(Cuantas materias llevas? y ¢cual es la que mas te gusta?

(Qué calificacion sacaste en el examen de ingreso al bachillerato?

(Como te fue en el examen de admision?

(,Como te sientes en tu clase de matematicas?

241



242



	Tabla 1
	Categorías de interferencias e indicadores observables para su análisis e interpretación.
	Por último, dado que la población de estudio está compuesta por adolescentes en situación de vulnerabilidad, se garantizó el cumplimiento de principios éticos que incluyen: el consentimiento informado por parte de las participantes y/o responsables le...
	En la Figura 104 es notoria la falta de formalidad y orden en el trabajo de Yamil. En la resolución de los ejercicios de esta actividad empieza a escribir del lado derecho, continua del lado izquierdo y termina enmedio. Los procedimientos no siguen un...
	5.6 La enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas como aporte a la justicia social
	A partir de los resultados obtenidos en el apartado 5 se formulan la respuesta a las preguntas por caso, al final se acompaña de una comparación de ambos casos.
	Caso Nicte
	Comparación entre los casos de Nicte y Yamil


